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Einleitung
Am Anfang war das Licht - und seitdem fasziniert es den Menschen. Die meiste Fas-
zination ging dabei stets von extremen Erscheinungen wie Aufblitzen bei Lichteinfall
aus. Man denke nur an die Vorliebe der Menschheit fu¨r geschliffene Edelsteine und
poliertes, spiegelndes Metall. Mit Spiegeln und Glasperlen wurden ganze Kontinente
erobert.
All dieses Glitzern, Funkeln und Blitzen sind Singularita¨ten der Lichtintensita¨t, so-
genannte Kaustiken. Diese sind natu¨rlich auftretende, stabile Lichtfoki, wie sie z. B.
am Boden von Schwimmba¨dern durch die an der lokal gekru¨mmten Wasseroberfla¨che
gebu¨ndelten Lichtstrahlen entstehen [1]. Die einfacheren Kaustiken sind seit langem
verstanden, da sie allein durch die Gesetze der Strahlenoptik erkla¨rbar sind.
Eine einfache Kaustik, die sogenannte Kaffeetassen-Kaustik (sie tritt an der Innenseite
von Prozellantassen auf) zeigt Abb. 1 (a). Das Sonnenlicht wird hier an der Innenseite
eines goldenen Rings reflektiert und wie in einem zweidimensionalen spha¨rischen Spie-
gel fokussiert. Abb. 1 (b) zeigt die zugeho¨rige Konstruktion. Die Zeichnung stammt von
Leonardo da Vinci (ca. 1508) und verdeutlicht, wie lange diese Pha¨nomene schon be-
merkt und verstanden werden (aus [1]). Die reflektierten Strahlen bilden als Einhu¨llende
eine Kurve, die sogenannte Kaustik, die im Fall der Kaffeetasse eine Epizykloide ist.
In drei Dimensionen, also z. B. bei einem spha¨rischen Hohlspiegel, ist die Kaustik ei-
ne Fla¨che. Auf der Kaustik treffen unendlich viele Strahlen zusammen, es liegt eine
Singularita¨t der Strahlenoptik vor [1]. Eine Kaustik ist nicht dasselbe wie der aus der
Strahlenoptik bekannte punktfo¨rmige Fokus einer Linse, diesen erha¨lt man nur in der
paraxialen Na¨herung, in der alle Strahlen kleine Winkel mit der Achse einschließen.
La¨sst man nicht-paraxiale Strahlen zu, wird auch der Fokus einer Linse zur Kaustik.
Die Kaustik ist eine strukturell stabile Figur. Wu¨rde man die Tasse verformen, so
wu¨rde die Figur verzerrt werden, aber nicht verschwinden. Daraus folgt aber auch,
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Abbildung 1: Singularita¨ten in der Optik: (a) zeigt die sogenannte Kaffeetassen-Kaustik, die
bei der Reflexion von Licht an der Innenseite von spha¨rischen Fla¨chen auftritt. (b) zeigt die
dazugeho¨rige Konstruktion des Strahlenverlaufs (Leonardo da Vinci, 1508). Abb. (c) und (d)
zeigen Vergro¨ßerungen der Spitze der Figur mit Interferenzmustern [1].
dass jede gekru¨mmte Oberfla¨che Kaustiken erzeugt, sie muss dazu keine spezielle Form
haben. Kaustiken ko¨nnen daher natu¨rlicherweise auftreten, wie eben an Wasserober-
fla¨chen. Sie werden deshalb als generisch bezeichnet [1], ein Ausdruck, der in dieser
Arbeit synonym fu¨r
”
natu¨rlich auftretend“ verwendet wird.
Systematisch erforscht wurden diese Singularita¨ten erst seit den 1960er Jahren, wo-
bei hier durch J. F. Nye, J. Hannay und M. Berry sowohl experimentell als auch
theoretisch Pionierarbeit geleistet wurde [1]. Sie betrachteten diverse Kaustiken un-
ter dem Mikroskop und stellten dabei Feinstrukturen wie in Abb1 (c) und (d) fest,
die im Strahlenoptik-Bild nicht mehr zu beschreiben sind. Es treten hier regelma¨ßige
Nullstellen des Lichtfeldes auf, die durch Interferenzeffekte und damit der Sprache der
Wellenoptik erkla¨rbar sind. Im Kapitel 1.1.1 wird erla¨utert, dass es sich bei diesen
Nullstellen ebenfalls um Singularita¨ten handelt, na¨mlich um Singularita¨ten der Phase,
sogenannte optische Wirbel.
Optische Wirbel (wegen einiger Analogien zu Wirbeln in Flu¨ssigkeiten so genannt) ha-
ben seit der ersten wichtigen Vero¨ffentlichung auf diesem Sektor (Nye & Berry, 1974:[2])
ein ganzes neues Gebiet der modernen Optik hervorgerufen, das sich mit optischen
Wirbeln in allen Variationen und Anwendungen bescha¨ftigt. Zu nennen sind z. B. die
Interaktion mehrerer optischer Wirbel ([3]), die Ausbreitung optischer Wirbel in linea-
ren und nichtlinearen Medien ([4, 5]), die Verwendung als optische Pinzetten ([6]) und
Wellenleiter fu¨r Bose-Einstein-Kondensate ([7]) und nicht zuletzt ihre Verwendung bei
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der optischen Signalu¨bertragung ([8]).
Mit optischen Wirbeln, vor allem in Laguerre-Gauß-Moden, bescha¨ftigt sich der erste
Teil dieser Arbeit sowohl experimentell als auch theoretisch.
Optische Wirbel als die generischen Singularita¨ten der Phase treten natu¨rlicherweise
z. B. in von rauhen Oberfla¨chen gestreuten Feldern auf (sogenannte Speckle-Muster
[9]), aber auch in den Gauß-Moden ho¨herer Ordnung des stabilen Resonators eines
Lasers. Sie haben erstaunliche Eigenschaften, z. B. verleihen sie den Photonen einen
Bahndrehimpuls. Vor allem jedoch sind sie, sofern generisch, wieder stabil unter klei-
nen Sto¨rungen, solange man im skalaren Regime bleibt und den Vektorcharakter des
Lichts vernachla¨ssigt.
Ist dies nicht mehr der Fall, kommt also die Polarisation des Lichts ins Spiel, so sind
auch die Singularita¨ten der Phase nicht mehr stabil, sondern zerfallen unter dem Ein-
fluss von Sto¨rungen in die Singularita¨ten der Polarisation, na¨mlich Linien zirkularer
und Fla¨chen linearer Polarisation in drei Dimensionen, die nun die generischen, stabi-
len Objekte der Lichtfelder bilden.
Es ergibt sich damit folgendes Bild: Die in der Strahlenoptik stabilen und generischen
Kaustiken zerfallen in der Wellenoptik in Phasensingularita¨ten, die wiederum im Wel-
lenbild stabil sind. Sobald aber die Polarisation des Lichts beru¨cksichtigt wird, werden
auch diese Singularita¨ten instabil und entfalten sich in Singularita¨ten der Polarisation.
Diese drei Typen von Singularita¨ten legen die topologische Struktur des Lichtfeldes bis
auf Skalierungen der Intensita¨t zwischen den Singularita¨ten fest. Sie bilden etwas wie
das Skelett des Lichtfeldes, das das umgebende Fleisch auch bei Verformungen und
Sto¨rungen stabilisiert.
Diese Polarisationssingularita¨ten sind bisher im sichtbaren Licht noch recht wenig un-
tersucht (es liegen Experimente im Mikrowellenbereich vor, [10, 11]). Im zweiten Teil
dieser Arbeit werden solche generischen Singularita¨ten der Polarisation gemessen, vor
allem aber wird an dem Fall eines linear polarisierten optischen Wirbels, der sich beim
Passieren eines doppelbrechenden Kristalls selbst sto¨rt, die natu¨rliche Entfaltung der
nun instabilen Singularita¨ten der Phase in die generischen Singularita¨ten der Polarisa-
tion demonstriert.
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Kapitel 1
Singularita¨ten der Phase
1.1 Grundlagen
1.1.1 Phase, Phasenfla¨chen und Phasensingularita¨ten
Betrachtet man ein beliebiges monochromatisches Lichtfeld, so ist es allgemein u¨blich,
dieses durch zeitlich vera¨nderliche elektrische und magnetische Vektorfelder mit orts-
abha¨ngiger Amplitude, Phase und Richtung zu beschreiben [31]. Bei der Betrachtung
von unpolarisierten oder homogen polarisierten Lichtfeldern kann auf eine vektorwerti-
ge Behandlung verzichtet werden, sodass das Problem auf ein skalares reduziert wird.
Das Feld kann dann an jedem Ort R = R(x, y, z) dargestellt werden als Produkt aus
einer reellen Amplitude A und einem komplexen Phasenterm:
E(R, t) = A(R, t)eiχ(R,t) (1.1)
wobei A und χ rein reelle Funktionen sind.
Beschra¨nkt man sich auf die Behandlung von monochromatischen Lichtfeldern, wie
sie von Lasern na¨herungsweise emittiert werden, so kann der komplexe Faktor eiχ(R,t)
geschrieben werden als
eiχ(R,t) = eiφ(R)eiωt (1.2)
wobei ω = 2pi
λ
die Kreisfrequenz bezeichnet und φ als rein reelle Funktion angenommen
werden kann.
Damit wird (1.1) zu
E(R, t) = A(R, t)eiφ(R)eiωt (1.3)
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Der zeitlich vera¨nderliche Term eiωt bewirkt nur eine schnelle ortsunabha¨ngige Pha-
sena¨nderung mit der Frequenz ω. Da im Experiment die Intensita¨t gemessen und
dabei u¨ber viele Perioden dieser Phasena¨nderung gemittelt wird, kann dieser Faktor
bei zeitunabha¨ngigen Problemen der Einfachheit halber oft weggelassen werden. Zur
mathematischen Beschreibung eines homogen linear polarisierten monochromatischen
Lichtfeldes bleibt dann:
E(R) = A(R)eiφ(R) (1.4)
Der Term A wird dabei als die Amplitude und der Exponent φ(R) als die Phase des
Feldes bezeichnet.
Alle Punkte im Raum, an denen das Lichtfeld die gleiche Phase hat, fasst man zu
einer Fla¨che zusammen, die als Phasenfla¨che oder Wellenfront bezeichnet wird. Fu¨r
eine ebene Welle sind die Phasenfla¨chen tatsa¨chlich Ebenen wie in Abbildung 1.1 (a)
gezeichnet, fu¨r ein Laser-typisches Gauß-Bu¨ndel liegt nur in der Strahltaille (dort ist
der Strahldurchmesser am kleinsten) eine Ebene vor, vor und hinter der Strahltaille
sind die Phasenfla¨chen gekru¨mmt (Abbildung 1.1 (b)).
Ist in einer solchen Wellenfront eine Stelle vorhanden, an der die Phase nicht definiert
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Abbildung 1.1: Die Fla¨chen gleicher Phase sind fu¨r eine ebene Welle parallele Ebenen wie
in Bild (a). Fu¨r ein Gauß-Bu¨ndel sind die Phasenfla¨chen nur in der Strahltaille eben, u¨berall
sonst sind sie gekru¨mmt.
ist, zum Beispiel ein Punkt, an dem im Phasenterm ein Nenner Null wird, so spricht
man von einer Singularita¨t der Phase (siehe [13], S. 457ff und [12], S. 107). Da der
Phase hier kein eindeutiger Wert zugeordnet ist, kann sie jeden Wert annehmen, wes-
wegen die Amplitude an dieser Stelle Null sein muss. Dies sieht man leicht, wenn man
sich vorstellt, dass zu jeder mo¨glichen Phase φ auch φ+ pi existiert, sodass destruktive
Interferenz auftritt.
Die Amplitude A(R) einer komplexen Funktion ist genau dann Null, wenn sowohl ihr
12
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Real - als auch Imagina¨rteil Null sind. Nun muss ein Lichtfeld ja die Wellengleichung
erfu¨llen, das heißt insbesondere, dass die ersten und zweiten Ableitungen des Feldes
existieren mu¨ssen. Das bedingt aber, dass Real- und Imagina¨rteil des Feldes glatt sind,
also keine Knicke haben. Die Nullstellen von Real - und Imagina¨rteil von A(R, t) sind
dann glatte Fla¨chen im Raum, und da der Schnitt glatter Fla¨chen eine glatte Kurve
ergeben muss, sind Phasensingularita¨ten, die ja zwingend mit einer Nullstelle einher-
gehen, eine glatte Kurve im Raum [1] wie in Abbildung 1.2.
Im Experiment werden solche Phasensingularita¨ten meistens beobachtet, indem man
die Intensita¨t in einer Ebene mehr oder weniger senkrecht zu Ausbreitungsrichtung des
Feldes misst. Die stationa¨re Linie der Phasensingularita¨t durchsto¨ßt diese Ebene an ei-
nem oder mehreren Punkten, die als Nullstellen der Intensita¨t im Experiment sichtbar
werden. Die Lage dieser Schnittpunkte vera¨ndert sich natu¨rlich bei einer Verschiebung
der Ebene, in der gemessen wird, so
”
wandern“ z. B. die Punkte in Abbildung 1.2 bei
einer A¨nderung der Beobachtungsebene D1 nach D2. In diesem Kontext wird daher
auch von
”
Bewegung“ von Phasensingularita¨ten gesprochen. In Ebene D3 haben sich
die Punkte sogar gegenseitig
”
ausgelo¨scht“ bzw. sind aus dem Nichts zwei Punkte ent-
standen, je nach dem, ob man die Beobachtungsebene von D2 nach D3 verschiebt oder
umgekehrt.
Integriert man u¨ber den Gradienten der Phase des Feldes auf einer geschlossenen Kur-
ve, die von der Nulllinie der Phasensingularita¨t durchstoßen wird, so erha¨lt man eine
wichtige Eigenschaft: ∮
gradφ(R)dR = ±2mpi. (1.5)
Die sogenannte topologische Ladung oder Sta¨rke m ist dabei im allgemeinen Fall ganz-
zahlig. Spezielle Fa¨lle von nichtganzzahligen topologischen Ladung ko¨nnen jedoch kon-
struiert werden.
Beim Umlaufen einer Phasensingularita¨t a¨ndert sich also die Phase um ganzzahlige
Vielfache von 2pi (siehe [1], S.97). Wie u¨blich bei Umlaufintegralen ist der Wert des
Integrals unabha¨ngig vom Weg, vorausgesetzt der Weg ist geschlossen und umschließt
die Nulllinie (Abbildung 1.2). Es muss jedoch eine Richtung der Singularita¨t definiert
und die Richtung des Umlaufintegrals damit verknu¨pft werden, sonst erha¨lt man ver-
schiedene Ladungen an verschiedenen Stellen der Singularita¨t. In Abb. 1.2 sieht man,
dass aus diesem Grund der gru¨ne und der rote Integrationsweg in der Ebene D1 un-
terschiedlichen Umlaufsinn haben mu¨ssen.
13
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Abbildung 1.2: Phasensingularita¨t
mit Integrationswegen (rot und gru¨n)
und den ra¨umlich vera¨nderlichen
Durchstoßpunkten durch die Beob-
achtungsebenen D1, D2 und D3. Das
Integral u¨ber den Gradienten der
Phase auf dem geschlossenen Weg
ergibt im Allgemeinen ganzzahlige
Vielfache von 2pi.
Damit eine
”
generische“ Singularita¨t vorliegt, muss m = −1 oder m = +1 gelten,
fu¨r andere Werte von m (in Spezialfa¨llen kann m sogar rational werden, [14]) liegen
”
nicht-generische“ Phasensingularita¨ten vor, die instabil gegenu¨ber Sto¨rungen sind und
in generische Phasensingularita¨ten zerfallen ([13], S .462).
Berechnet man den Gradienten der Phase in der Umgebung einer Singularita¨t in einer
Ebene senkrecht zur Nulllinie, so wird deutlich, woher der Name
”
optischer Wirbel“,
der ebenfalls fu¨r Phasensingularita¨ten verwendet wird, kommt: Tra¨gt man den Phasen-
Abbildung 1.3: Der Gradient der Phase in der Umgebung
einer Phasensingularita¨t in einer Ebene senkrecht zur Nullli-
nie (roter Punkt in der Mitte), dargestellt als Vektorfeld. Er
nimmt die Form eines Wirbels an, daher werden Phasensin-
gularita¨ten auch als optische Wirbel bezeichnet.
gradienten in Form eines Vektorfeldes so auf, dass Betrag und Richtung durch La¨nge
und Richtung entsprechend normierter Pfeile dargestellt werden, so ergibt sich die Form
eines Wirbels wie in Abbildung 1.3. Ein analoges Bild erha¨lt man, wenn man das Ge-
schwindigkeitsfeld von einem Wirbel in einer Flu¨ssigkeit zeichnet.
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Phasensingularita¨ten als Versetzungen der Phasenfla¨chen
Die Wellenfronten von manchen Phasensingularita¨ten a¨hneln den Gitterebenen bei spe-
ziellen Versetzungen in Kristallen. Dieser Analogie mit der Festko¨rperphysik entstammt
die Bezeichnung
”
Phasenversetzung“ als alternativer Begriff fu¨r Phasensingularita¨ten
([1], S.96). Mit Hilfe dieser Analogie lassen sich die Grundtypen der Phasensingula-
rita¨ten erkla¨ren. Die einfachsten Typen von Versetzungen in Kristallen sind Stufen-
und Schraubenversetzungen. Eine Stufenversetzung kann man sich entstanden denken
durch Einschieben einer unvollsta¨ndigen Gitterebene in das Kristallgitter. Das En-
de dieser eingeschobenen Ebene bestimmt die Versetzungslinie (Abbildung 1.4). Eine
Schraubenversetzung entsteht anschaulich dadurch, dass man das Gitter teilweise auf-
schneidet und an der Schnittlinie die beiden Schnittfla¨chen gegeneinander verschiebt
([15], Seite 625f). Die Versetzungslinie ist hier das Ende des Schnitts (Abbildung 1.6).
Die Abbildungen 1.5 und 1.7 zeigen die Phasenfla¨chen in einem Lichtbu¨ndel bei Anwe-
senheit einer Stufen- bzw. einer Schraubenversetzung in Analogie zu den Gitterebenen
in einem Kristall.
Bei Versetzungen in der Festko¨rperphysik gibt der Burgers-Vektor an, wie Nach-
Abbildung 1.4: Stufenversetzung in ei-
nem kubischen Kristall mit Burgers - Vek-
tor (schwarz) und Versetzungslinie (rot).
Eine zusa¨tzliche Gitterebene ist einge-
schoben, die an der Versetzungslinie en-
det.(Aus [15], S. 625)
Abbildung 1.5: Die Fla¨chen gleicher Pha-
se einer Stufenversetzung gleichen den
Gitterebenen aus Abbildung 1.4. Der Bur-
gersvektor (gru¨n) zeigt in die Ausbrei-
tungsrichtung der Welle, die mit der z-
Achse zusammenfa¨llt, die Versetzungslinie
ist rot eingezeichnet. Dargestellt sind die
Fla¨chen φ = 0.
15
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Abbildung 1.6: Schraubenversetzung in
einem kubischen Kristall. (Aus [15], S.
625)
Abbildung 1.7: Die Fla¨chen gleicher Pha-
se einer Schraubenversetzung der Sta¨rke 1.
Die Versetzungslinie fa¨llt hier mit der z-
Achse zusammen. Der Burgers-Vektor ist
gru¨n eingezeichnet.
baratome verschoben werden mu¨ssten, um die Sto¨rung ru¨ckga¨ngig zu machen ([15],
Seite 625f). Die Richtung des Vektors ist festgelegt durch die Richtung der no¨tigen
Verschiebung, die La¨nge muss immer ein Vielfaches des Gittervektors sein. Bei einer
Stufenversetzung ist der Burgersvektor also senkrecht zur Versetzungslinie, bei einer
Schraubenversetzung ist er parallel oder antiparallel dazu.
In der Wellenoptik ist das Analogon ein Vektor, der angibt, wie jeder Punkt einer Wel-
lenfront verschoben werden mu¨sste, um die Wellenfronten eines ungesto¨rten Bu¨ndels zu
erhalten. Dieser Vektor ist senkrecht zu den Wellenfronten, zeigt in der Regel (ein Aus-
nahmefall ist zum Beispiel die Lichtausbreitung in doppelbrechenden Kristallen, siehe
Kapitel 2.1.3) in Ausbreitungsrichtung und hat eine La¨nge gleich der Wellenla¨nge.
Schraubenversetzungen
Folgt man dieser Analogie zur Festko¨rperphysik, so ko¨nnen mit dem Begriff des Burgers-
Vektor die Versetzungsformen in Kristallen auf Wellenfrontversetzungen in der Optik
u¨bertragen werden. Eine reine Schraubenversetzung wird dann durch die Forderung
definiert, dass der Burgers-Vektor parallel oder antiparallel zur Versetzungslinie sein
muss.
Eine solche Schraubenversetzung mit topologischer Ladung m, deren Versetzungslinie
16
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mit der z-Achse zusammenfa¨llt, ist gegeben durch:
E(x, y, z) = (x+ i sign(m)y)|m|e−ikz. (1.6)
Hier ist wie immer k = 2pi/λ. Die Phase dieser Welle ist dann
φ(x, y, z) = m arctan(
y
x
)− kz. (1.7)
Die Phase a¨ndert sich also in z linear und nimmt bei einem Umlauf um den Ursprung
um 2pim zu. In Abb. 1.9 (a) ist die Phase einer Schraubenversetzung in einer Ebe-
ne senkrecht zur z-Achse als Falschfarbendarstellung aufgetragen. Der Abbildung sind
zusa¨tzliche die Linien gleicher Phase in Absta¨nden von pi/4 u¨berlagert. Diese Linien
haben wie bei allen Phasensingularita¨ten ihren Ursprung auf der Versetzungslinie, auf
der alle Phasen gleichzeitig existieren.
Die Fla¨chen gleicher Phase (Abbildung 1.7) sind fu¨r m = ±1 Schraubenfla¨chen mit
Gangho¨he λ (nach [1], S.98). Die topologische Ladung m der Schraubenversetzung gibt
Abbildung 1.8: Fla¨chen gleicher Phase fu¨r eine Schraubenverset-
zung mit Sta¨rke 2. Es entstehen zwei gegeneinander um pi verdreh-
te Spiralen, die in der Zeichnung durch eine bzw. zwei schwarze
Linien gekennzeichnet sind.
an, um welches Vielfache von 2pi sich die Phase beim Umlaufen der Versetzungslinie
a¨ndert. Fu¨r ho¨here Werte von m entstehen als Phasenfla¨chen m Spiralen der gleichen
Gangho¨he, die um jeweils 2pi/m gegeneinander verdreht sind, so zum Beispiel in Ab-
bildung 1.8 eine Doppelspirale, verursacht durch eine Schraubenversetzung der Ladung
m = 2.
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Stufenversetzungen
Verwendet man wieder die Definition aus der Festko¨rperphysik, so ist eine Stufenverset-
zung durch einen Burgers-Vektor senkrecht zur Versetzungslinie festgelegt. Nachdem ja
der Burgers-Vektor im Allgemeinen in Ausbreitungsrichtung der Welle zeigt, ist dem-
nach die Versetzungslinie einer Stufenversetzung senkrecht zur Ausbreitungsrichtung.
Um dies zu erreichen, kann zum Beispiel in Gleichung (1.6) die y-Koordinate durch z
ersetzt werden (siehe [1], S.99):
E(x, y, z) = k(x+ iz)e−ikz. (1.8)
Gleichung (1.8) stellt eine Stufenversetzung mit der Versetzungslinie, die mit der y-
Achse zusammenfa¨llt. In der Festko¨rperphysik wa¨re dies eine zusa¨tzlich eingeschobene,
Abbildung 1.9: Die Phase verschiedener Phasensingularita¨ten in Ebenen senkrecht zu den
Versetzungslinien V. Die Phase ist in Falschfarben nach der nebenstehenden Skala dargestellt,
u¨berlagert sind Linien gleicher Phase im Abstand von pi/4. Auf den dicken Linien ist die Phase
null. In (a): Phase einer Schraubenversetzung in z-Richtung, in der x-y-Ebene dargestellt.
Auf dem weiß eingezeichneten Weg a¨ndert sich die Phase von 0 auf 2pi. In (b) ist eine, in
(c) sind zwei Stufenversetzungen dargestellt. Hier ist im Unterschied zu (a) die Phase in
der x-z-Ebene senkrecht zu den Versetzungslinien aufgetragen. In (b) und (c) bilden sich
an den Punkten S Sattelpunkte der Phase. Bei allen Typen von Versetzungen treten an der
Singularita¨t alle Phasen gleichzeitig auf, deshalb sind die Versetzungslinien Ursprung der
Linien gleicher Phase.
zur y-Achse parallele Halbebene, die bei x = 0 endet. Durch den Term e−ikz sind die
Phasenfla¨chen verbogene Ebenen mit einem Phasensprung an der Linie (x, z) = (0, 0),
auf der eine Phasensingularita¨t auftritt (Abbildung 1.5). Aufgetragen sind hier die
Fla¨chen der Phase φ = 0, die z-Achse ist die Ausbreitungsrichtung.
Der Phasengradient nimmt an der Stelle der Versetzung wieder die Form eines Wirbels
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mit der Versetzungslinie als Achse an wie in Abb. 1.3. In Abb. 1.9 (b) ist die Phase
einer Stufenversetzung nach Gleichung (1.8) als Falschfarbendarstellung aufgetragen.
U¨berlagert sind Linien gleicher Phase im Abstand von pi/4, die Linien der Phase null
sind dicker gezeichnet. Im Unterschied zu Abb. 1.9 (a) ist hier die Phase der Funktion
in der x-z-Ebene dargestellt, da ja die Versetzungslinie in y-Richtung verla¨uft.
Nahe der Versetzungslinie V, na¨mlich genau an dem Punkt, an dem sich die Phasengra-
dienten des Terms e−ikz und des Terms x+iz gerade aufheben, entsteht ein Sattelpunkt
S der Phase, d.h. ein Punkt, an dem sich die Phase lokal nicht a¨ndert.
Eine solche Stufenversetzung erfu¨llt jedoch nicht die Wellengleichung c2∇2E − E¨ = 0,
den Einsetzen von Gleichung (1.8) multipliziert mit eiωt ergibt
c2∇2E − E¨ = −2ω2ei(ωt−kz) 6= 0
Gleichung (1.8) kann daher nur als lokale Na¨herung einer exakten Lo¨sung der Wel-
lengleichung gesehen werden. Ein Beispiel fu¨r eine Stufenversetzung, die die Wellen-
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Abbildung 1.10: Fla¨chen gleicher Phase fu¨r zwei Stufenversetzungen nach Gleichung (1.9)
mit a = pi, die beiden Versetzungslinien sind rot, die Ausbreitungsrichtung ist die z-Achse.
Gezeichnet sind im Unterschied zu Abb. 1.5 die Fla¨chen der Phase null und pi.
gleichung erfu¨llt, entha¨lt quadratische Terme in x ([1], S.99) und ist deshalb etwas
komplizierter:
E(x, y, z) = (ax+ kx2 + iz)ei(ωt−kz) (1.9)
Gleichung (1.9) stellt zwei Stufenversetzungen parallel zur y - Achse in der Ebene z = 0
an den Punkten x = 0 und x = −a/k dar. In Abb. 1.9 (c) ist die Phase dieser beiden
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Versetzungen fu¨r a = pi aufgetragen. Aus der Graphik erkennt man, dass die beiden
Versetzungen entgegengesetzte topologische Ladungen haben und in diesem Fall zwei
Sattelpunkte S jeweils an den den eingeschobenen Halbebenen abgewandten Seiten der
Versetzungslinien entstehen. Auch hier gehen die Linien gleicher Phase radial von den
Versetzungslinien aus, wodurch der Gradient der Phase in der x-z-Ebene zwei Wirbel
mit entgegengesetzter Rotationsrichtung aufweist.
Abbildung 1.10 zeigt eine dreidimensionale Darstellung der Phasenfla¨chen dieser Stu-
fenversetzungen fu¨r den Parameter a = pi. Gezeichnet sind die Fla¨chen der Phase null
und pi.
Photonen-Bahndrehimpuls
In einem Lichtfeld mit einer Schraubenversetzung der Ladung m, also einer Wirbellinie
parallel zur Ausbreitungsrichtung, haben die Photonen wie Teilchen in einer rotieren-
den Flu¨ssigkeit einen Bahndrehimpuls von m~ pro Photon. Der Grund dafu¨r ist, dass
der k-Vektor, der an jeder Stelle senkrecht auf den Wellenfronten steht, durch die
schraubenartige Verformung der Wellenfront Komponenten erha¨lt, die nicht mehr par-
allel zum Ortsvektor r sind. Der Impuls p = ~k der Photonen ist damit nicht mehr
parallel zu r. Der Drehimpuls der Photonen, der wie der Drehimpuls eines jeden Teil-
chens als r × p definiert ist, verschwindet in diesem Fall nicht mehr. Integriert man
u¨ber den Strahlquerschnitt, so erha¨lt man im Falle eines Bu¨ndels mit einem optischen
Wirbel einen nichtverschwindenden Gesamtdrehimpuls (siehe [16]). Abb. 1.11 zeigt die
helixfo¨rmige Wellenfront und die darauf senkrecht stehenden k-Vektoren eines Bu¨ndels
mit einer Phasensingularita¨t parallel zur Ausbreitungsrichtung z.
Der Bahndrehimpuls der Photonen kann experimentell nachgewiesen werden: Er kann
in optischen Pinzetten, die zum Teil mit optischen Wirbeln arbeiten, auf in der Pinzette
gefangene Teilchen u¨bertragen werden und diese in Rotation versetzen [6]. Außerdem
kann der Drehimpulsu¨bertrag auf ein Paar Zylinderlinsen, die dazu verwendet wer-
den, Laguerre-Gauß-Moden (mit Photonen-Bahndrehimpuls) in Hermite-Gauß-Moden
(ohne Photonen-Bahndrehimpuls) umzuwandeln, gemessen werden [16].
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Abbildung 1.11: Die k-Vektoren eines Lichtbu¨ndels mit einer Schraubenversetzung im Zen-
trum: Sie stehen u¨berall senkrecht auf der helixfo¨rmigen Wellenfront und formen daher eine
Spirale. Der Gesamtdrehimpuls des Bu¨ndels ist auch im linear polarisiertem Fall von null
verschieden, die Photonen haben einen Bahndrehimpuls.
Versetzungsfla¨chen
Bisher wurden nur sogenannte generische und daher nicht entartete Fa¨lle von Phasen-
singularita¨ten behandelt. Diesen allen war gemeinsam, dass die Versetzung eine Linie
im Raum bildet. Bei nicht-generischen Versetzungen muss das nicht mehr der Fall sein.
Ein Beispiel ist ein Grenzfall der Stufenversetzungen in Abb. 1.10: Durch vera¨ndern der
Konstante a in Gleichung (1.9) a¨ndert sich der Abstand zwischen den beiden Stufen-
versetzungen. Mit gro¨ßer werdendem a u¨berwiegt der lineare Term in x, und die zweite
Versetzung, die durch den Term proportional x2 gebildet wird, rutscht immer weiter
auf der x-Achse vom Ursprung weg ( siehe [1], S.101 ). Abbildung 1.12 zeigt die Linien
der Phase 0, pi/2, pi, 3pi/2 in der x-z-Ebene fu¨r diese Situation fu¨r verschiedene a. Die
Abbildung entspricht der Darstellung in Abb. 1.9 (c), jedoch ohne Farbkodierung.
Die Amplitude des Feldes hat bei (x, z) = (0, 0) ein Minimum in Form einer Null-
stelle. Die Amplitudenverteilung um den Ursprung ist na¨herungsweise proportional zu
k
√
a2x2 + z2 (siehe Gleichung 1.9). Fu¨r wachsendes a wird dieses Minimum daher par-
allel zu z-Achse immer flacher und in x-Richtung immer scha¨rfer. Diese Nullstelle wird
im Grenzfall a→∞ zu einer Geraden parallel zur z-Achse, bei deren U¨berschreiten die
Phase einen Sprung um pi macht, wie aus Abbildung 1.12 (d) deutlich wird. In 3 Di-
mensionen wird diese Linie, da die Koordinate y beliebig ist, zur y-z-Ebene. Aus einer
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Abbildung 1.12: Linien konstanter Phase fu¨r die Stufenversetzungen aus Gleichung (1.8)
bei a = 3, 6, 30 und ∞. Die Phasenlinien sind nach der Legende in der Mitte kodiert. Fu¨r
gro¨ßer werdendes a rutscht die zweite Stufenversetzung ((a), (b)) auf der negativen x-Achse
ins Unendliche (c) und die Stufenversetzung im Ursprung wird entartet (d). Die Nullstelle
der Intensita¨t ist im zweidimensionalen Fall kein Punkt mehr, sondern wird zu einer Linie
parallel zur z-Achse (d). In 3 Dimensionen wird diese Linie zur y-z-Ebene.
Nulllinie der Amplitude ist damit eine Nullfla¨che geworden, bei deren U¨berschreiten
sich die Phase um pi a¨ndert. Diese Fla¨che ist eine entartete Nullstelle, die nicht mehr
stabil gegen Sto¨rung ist.
Man kann im U¨brigen jede Nullstelle mit Vorzeichenwechsel als Phasensprung um pi
auffassen. Als Beispiel betrachte man ein Laguerre-Gauß-Bu¨ndel der Ordnung 3 (siehe
Kapitel 1.1.2): Die Phase einer reellen Funktion f(x) erha¨lt man, wenn man sich in der
komplexen Zahlenebene die Lage des Funktionswertes f(x) veranschaulicht. Der Funk-
tionswert liegt immer auf der reellen Achse und hat daher nach Definition der Phase
einer komplexen Zahl fu¨r positive Funktionswerte die Phase 0, fu¨r negative Funktions-
22
1.1. Grundlagen
werte die Phase pi. Fu¨r jeden Nulldurchgang der Funktion wandert der Punkt f(x)
durch den Ursprung, wobei sich die Phase des Punktes um pi a¨ndert (siehe Abbildung
1.13). Man kann daher von einem Phasensprung um pi bei jedem Nulldurchgang einer
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Abbildung 1.13: Die Nullstellen mit Vorzeichenwechsel ko¨nnen bei einer beliebigen Funk-
tion als Phasensprung um pi aufgefasst werden. Hier als Beispiel ein Laguerre-Gauß-
Bu¨ndel. Die Spitze des Vektors LG03(x) (schwarzer Pfeil) bewegt sich in der komplexen
Ebene auf der reellen Achse (a) und hat daher die Phase 0 oder pi. Daher macht die Phase
der Funktion beim Nulldurchgang der Funktion einen Phasensprung um pi (b). Auch eine
reelle Funktion kann so durch Betrag und Phase dargestellt werden.
reellen Funktion sprechen und ko¨nnte die Funktion statt durch ihren Funktionswert
auch durch den Betrag des Funktionswertes und seine Phase beschreiben.
Indem man dieses Konzept auf zwei Dimensionen erweitert, werden z. B. die Nulllinien
von f(x, y) = cos x, als Funktion in zwei Variablen u¨ber der x-y-Ebene aufgefasst, zu
Stellen mit einem Phasensprung um pi. Fasst man cos x als Funktion in drei Variablen
auf, f(x, y, z) = cos x, so werden diese Nulllinien zu Nullfla¨chen parallel zur z-Achse
und damit zu entarteten Stufenversetzungen.
Solche entarteten Stufenversetzungen sind zum Beispiel die Nullstellen der Intensita¨t,
die bei der Interferenz zweier ebener Wellen im Raum entstehen. Ein fu¨r diese Arbeit
wichtiges Beispiel sind die Nullstellen von Laguerre-Gauß-Bu¨ndeln (siehe Abb. 1.13,
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die in drei Dimensionen Rotationshyperboloid-Fla¨chen bilden.
Entartung und Stabilita¨t
Die meisten der bisher behandelten Fa¨lle waren Singularita¨ten der Ladung m = ±1,
bei denen das Feld eine Nullstelle erster Ordnung hatte. Diese Singularita¨ten werden,
sofern sie nicht in Fla¨chen entartet sind, als generisch bezeichnet. Sie haben die Eigen-
schaft, dass sie strukturell stabil gegenu¨ber kleinen Sto¨rungen sind, d.h. die Wirbelli-
nien mo¨gen sich verformen, im Raum rotiert oder verschoben werden, aber sie lo¨sen
sich nicht einfach auf [1].
Man bekommt eine Vorstellung davon, wenn man zu einem generischen Wirbel bei
(x, y) = (0, 0) eine ebene Welle als Sto¨rterm addiert:
(x+ iy)eikz + εeikz = (x+ ε+ iy)eikz = 0 ⇔ (x, y) = (−ε, 0).
Die Nullstelle des Feldes und damit die Lage der Wirbellinie verschiebt sich in diesem
Fall nur zu (x, y) = (−ε, 0). Liegt jedoch eine Nullstelle ho¨herer Ordnung vor, wie
das z. B. bei einem Wirbel mit ho¨herer topologischer Ladung der Fall ist, so wird die
Entartung dieser Nullstelle bei Sto¨rungen aufgehoben:
(x+ iy)2eikz + εeikz = (x2 + 2ixy − y2 + ε)eikz = 0 ⇔ (x, y) = (±√ε, 0).
Es entstehen daher aus einer Wirbellinie der Ladung 2 bei (x, y) = (0, 0) zwei Wirbel-
linien der Ladung 1 bei (x, y) = (±√ε, 0).
Als Beispiel ist in Abb. 1.14 (a) ein sogenanntes Bessel-Bu¨ndel zu sehen, das ist ein
Lichtbu¨ndel, dessen radiale Feldverteilung einer Bessel-Funktion gehorcht und daher
aus unendlich vielen konzentrischen Ringen mit abnehmender Intensita¨t besteht. Zwi-
schen den hellen Ringen sind entartete Nullstellen, die in drei Dimensionen Zylin-
derma¨ntel bilden. Das vorliegende Bessel-Bu¨ndel ist eines der Ordnung 2, d.h. sei-
ne Feldverteilung gehorcht einer Bessel-Funktion der Ordnung 2. Zusa¨tzlich tra¨gt das
Bu¨ndel im Zentrum einen (nicht-generischen) Wirbel der topologischen Ladung m = 2.
Dieses Bu¨ndel wird in Abb. 1.14 (b) durch eine ebene Welle gesto¨rt. Durch die u¨ber-
lagerte ebene Welle werden die entarteten Versetzungsfla¨chen zersto¨rt und der Wirbel
der Ladung 2 im Zentrum in zwei Wirbel einfacher Ladung aufgespalten.
Viele weitere Beispiele der Sto¨rung von entarteten Versetzungen sind zu finden in den
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Abbildung 1.14: Zerfall eines nichtgenerischen Wirbels mit Ladung 2 in zwei Wirbel mit
Ladung 1 durch die Sto¨rung durch eine ebene Welle: Bild (a) zeigt ein J2-Bessel-Bu¨ndel
(radiale Feldverteilung gehorcht einer Bessel-Funktion J2), das einen Wirbel der Ladung 2 im
Zentrum tra¨gt (schwarzer Fleck) und dessen radiale Nullstellen in 3 Dimensionen entartete
Versetzungsfla¨chen, in zwei Dimensionen dunkle Ringe sind. In (b) ist das Bu¨ndel durch
eine ebene Welle gesto¨rt, wodurch der nichtgenerische Wirbel im Zentrum in zwei einzelne
dunkle Flecken aufgespalten und die Nulllinien zersto¨rt werden. Die Intensita¨tsverteilung ist
farbkodiert (schwarz entspricht minimaler, weiß maximaler Intensita¨t).
Kapiteln u¨ber Wirbel in Laguerre-Gauß-Bu¨ndel (1.4.1,1.4.2, 1.5.1) und in den Kapiteln
u¨ber Polarisationssingularita¨ten (2.3.2 und 2.3.6).
Charakterisierung des Feldes durch seine Phasensingularita¨ten
Durch die Nullstellen einer Funktion sind schon viele ihrer Eigenschaften festgelegt. So
la¨sst sich z. B. durch n Punkte genau ein (bis auf einen Skalierungsfaktor eindeutiges)
Polynom der Ordnung n bestimmen, das diese Punkte als Nullstellen hat.
Nun sind ja nach obigen Kapitel die Nullstellen des Lichtfeldes eindeutig mit seinen
Phasensingularita¨ten zu identifizieren, jede Nullstelle der Intensita¨t ist also ein opti-
scher Wirbel. Diese Wirbel bilden stetige Linien im Raum, sie sind zeitlich stabil und
daru¨berhinaus auch noch stabil gegenu¨ber kleineren Sto¨rungen des Feldes, wie sie z. B.
durch leichte Symmetriebrechungen (astigmatische Linsen) induziert werden. Dadurch
sind die wesentlichen topologischen Eigenschaften des Feldes festgelegt, die Wirbellini-
en bilden sozusagen das Skelett des Lichtfeldes. Zwei Lichtfelder mit gleichen Wirbeln
an den gleichen Stellen sind sich sowohl in der Intensita¨t als auch der Phase sehr a¨hn-
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lich und werden sich auch z.B. bei der freien Ausbreitung im Vakuum oder bei der
Beugung an O¨ffnungen oder der Transformation durch Linsen a¨hnlich verhalten.
Dieses Skelett aus Wirbellinien kann sehr komplizierte Strukturen annehmen: Abb.
Abbildung 1.15:Wirbellinien sind das Skelett des Lichtfeldes und ko¨nnen komplizierte Struk-
turen annehmen: Bild (a) zeigt die Wirbellinien, die in einem Laguerre-Gauß LG03-Bu¨ndel
entstehen, wenn in das Bu¨ndel ein zusa¨tzlicher Wirbel eingebracht wird (siehe auch Kapitel
1.4.2). Bild (b) zeigt verknotete Wirbellinien, die durch eine U¨berlagerung von drei verschie-
denen Bessel-Bu¨ndeln entstehen ([17]).
1.15 (a) zeigt die Wirbellinien, die bei der Sto¨rung eines LG03-Laguerre-Gauß-Bu¨ndels
durch einen weiteren Wirbel entstehen. Das Bild ist aus Kapitel 1.4.2 entnommen und
wird dort genauer besprochen. Abb. 1.15 (b) zeigt verknotete Wirbellinien, die bei der
U¨berlagerung von drei verschiedenen Bessel-Bu¨ndeln entstehen ([17]).
1.1.2 Laguerre-Gauß-Bu¨ndel
Stabile optische Resonatoren, bestehend aus zwei planen oder spha¨risch gekru¨mm-
ten Spiegeln wie sie in den meisten Lasern verwendet werden, besitzen sogenannte
Transversale Elektromagnetische EigenModen. Das sind Feldverteilungen in der Ebe-
ne senkrecht zur Achse des Resonators, die nach einem Umlauf im Resonator wieder
auf sich selbst abgebildet werden, also Eigenfunktionen der Wellengleichung im Reso-
nator.
Man findet je nach dem verwendeten Koordinatensystem verschiedene Familien von
Eigenfunktionen. Die bekannteste ist die Familie der Hermite-Gauß-Funktionen, die
man bei Verwendung von kartesischen Koordinaten (x, y, z) erha¨lt (siehe [18], Kapitel
16). Sie werden auch als TEMk,l bezeichnet, wobei die Indizes k und l die Anzahl der
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Nullstellen in x- und y-Richtung angeben. Transformiert man die Wellengleichung auf
elliptische Koordinaten, so erha¨lt man die Familie der Ince-Gauß-Moden als Lo¨sungen
([19]). Verwendet man zylindrische Polarkoordinaten (r, ϕ, z), so erha¨lt man als Eigen-
funktionen die Familie der Laguerre-Gauß-Moden. Diese bestehen im Wesentlichen aus
einer Gauß - Einhu¨llenden der Form e−
r2
w2 , einem generalisierten Laguerre - Polynom
Llp(
2r2
w2
), das die radiale Intensita¨tsverteilung vorgibt, und einem azimuthalen Phasen-
term eilϕ. Die Laguerre-Gauß-Moden sind gegeben durch ([18], Kapitel 16):
LGlp(r, ϕ, z) = C
l
pe
− r2
w2(z)
−i kr2
2Rk(z)
+iΦlp(z)+ilϕ(
2r2
w2(z)
)
l
2Llp(
2r2
w2(z)
) (1.10)
mit einem Normierungsfaktor C lp, dem Strahlradius w(z), dem Kru¨mmungsradius der
Wellenfronten Rk(z) und der Gouy-Phase Φ
l
p(z):
C lp =
1
w(z)
[
2p!
pi(p+ l)!
]1/2
, (1.11)
w2(z) = w20(1 +
z2
z2R
), (1.12)
Rk(z) =
z2 + z2R
z
, (1.13)
Φlp(z) = (2p+ l + 1) arctan(
z
zR
). (1.14)
w0 ist der Radius der Strahltaille und zR = kw
2
0/2 die Rayleigh-Reichweite.
Die Indizes p ≥ 0 und l ∈ Z bestimmen die radiale und azimuthale Ordnung der Moden.
Der azimuthale Index l bestimmt die Ladung des im Zentrum vorhandenen optischen
Wirbels eilϕ, der radiale Index p legt die Anzahl der radialsymmetrischen Nullstellen
fest. Dadurch haben die LGlp-Moden fu¨r l = 0 genau p konzentrische Nullstellen mit
einem Maximum im Zentrum, fu¨r l ≥ 0 tragen sie im Zentrum einen Wirbel der Ladung
l.
Gleichung (1.15) gibt fu¨r p = 0, 1, 2, ...4 die Laguerre-Polynome L0p(x) mit azimuthalem
Index l = 0 an:
L00(x) = 1
L01(x) = 1− x
L02(x) =
1
2
(x2 − 4x+ 2)
L03(x) =
1
6
(−x3 + 9x2 − 18x+ 6)
L04(x) =
1
24
(x4 − 16x3 + 72x2 − 96x+ 24)
(1.15)
Abbildung 1.16 zeigt die radialen Intensita¨tsverteilungen von vier LGlp-Moden (LG
0
1,
LG02, LG
0
3, LG
1
0) fu¨r w0 = 1 in der Strahltaille, Abbildung 1.18 zeigt die zweidimen-
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Abbildung 1.16: Radiale Intensita¨tsvertei-
lungen von vier LGlp-Moden (LG
0
1, LG
0
2,
LG03, LG
1
0) in der Strahltaille mit w0 = 1.
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Abbildung 1.17: Die Gouy-Phase von vier
LGlp-Moden in einem Bereich von −4z/zr
bis +4z/zR um die Strahltaille. Sie gibt den
wa¨hrend der Ausbreitung zum Punkt z ange-
sammelten Phasenunterschied zu einer ebe-
nen Welle an.
sionalen Intensita¨tsverteilungen als Graustufenplot (dunkel entspricht geringer Inten-
sita¨t). Die Gouy-Phase Φlp(z) gibt den wa¨hrend der Ausbreitung bis zum Punkt z
angesammelten Phasenunterschied zu einer ebenen Welle an. Er ist u¨ber (2p + l +
1) arctan( z
zR
) sowohl von der Ordnung der Mode als auch von der Ausbreitungsentfer-
nung z im Vergleich zur Rayleigh-Reichweite abha¨ngig. Abb. 1.17 zeigt die Gouy-Phase
fu¨r verschiedene LGlp-Moden in einem Bereich von −4z/zR bis +4z/zR um die Strahl-
taille des Bu¨ndels.
Fu¨r die LG-Moden gilt, da sie eine Basis bilden, eine Orthonormalita¨tsrelation wie sie
auch fu¨r Hermite-Gauß-Moden existiert (siehe [18], Kapitel 16):
〈LGmq (r, ϕ, z), LGlp(r, ϕ, z)〉 =
∫ ∞
0
∫ 2pi
0
{LGmq (r, ϕ, z)}∗LGlp(r, ϕ, z)rdrdϕ = δqpδml
(1.16)
Außerdem ist es mo¨glich, jede Funktion f(r, ϕ, z) in dieser Basis als Reihe zu entwickeln:
f(r, ϕ, z) =
∑
l,p
AlpLG
l
p(r, ϕ, z). (1.17)
Die Koeffizienten Alp dieser Reihe werden dabei durch die Skalarprodukte an der Stelle
z0 von f(r, ϕ, z) mit den Basisfunktionen bestimmt:
Alp = 〈f(r, ϕ, z0), LGlp(r, ϕ, z0)〉. (1.18)
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Abbildung 1.18: Intensita¨ten von vier LGlp-Moden (LG
0
1, LG
0
2, LG
0
3, LG
1
0) als Graustufenplot
in der Strahltaille fu¨r w0 = 1.
Im Kapitel 1.4.5 wird diese Entwicklung fu¨r LG-Bu¨ndel mit zusa¨tzlichen optischen
Wirbeln berechnet. Fu¨r Hermite-Gauß-Bu¨ndel als Basisfunktionen wird diese Vorge-
hensweise z. B. in [18], Kapitel 16 besprochen.
Die Laguerre-Gauß-Bu¨ndel sind selbsta¨hnlich wa¨hrend der Propagation in z-Richtung,
d.h. die Form der transversalen Intensita¨tsverteilung bleibt bis auf die beugungsbe-
dingte Skalierung der Koordinaten x und y um den Faktor w(z) dieselbe.
Zusa¨tzlich zu dem optischen Wirbel eilϕ im Zentrum enthalten die LGlp-Bu¨ndel noch
p weitere Phasensingularita¨ten: Die p konzentrischen Nulllinien der Bu¨ndel sind in drei
Dimensionen zu Fla¨chen entartete Singularita¨ten, genauer Stufenversetzungen. Diese
Versetzungsfla¨chen bilden wegen Gleichung (1.12) p konzentrische Rotationshyperbo-
loide um die z-Achse:
w2(z) = w20(1 +
z2
z2R
) ⇔ w
2
w2o
− z
2
z2R
= 1.
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Abbildung 1.19: Fla¨chen gleicher Phase eines Gauß-Bu¨ndels in (a) und eines LG01-Bu¨ndels
in (b). Die Phasenfla¨chen sind Teile von Kugelschalen mit z-abha¨ngigen Radien und fu¨r ein
LG01-Bu¨ndel wegen der hyperbolischen entarteten Phasenversetzungsfla¨che in einen Innen-
und einen Aussenteil zerlegt, die um pi gegeneinander verschoben sind.
Die Versetzungen sind wegen ihrer Entartung instabil und brechen unter dem Einfluss
von Sto¨rungen in Versetzungslinien auf (siehe Kapitel 1.1.1).
In Abb. 1.19 (b) sind die Fla¨chen gleicher Phase eines LG01-Bu¨ndels im Vergleich zu
den Phasenfla¨chen eines Gauß-Bu¨ndels (a) an den Punkten (0, zR, 2zR . . .) gezeich-
net: Fu¨r alle Gauß-Moden haben die Phasenfla¨chen eine z-abha¨ngige Kru¨mmung mit
Kru¨mmungsradius Rk(z) = z + z
2
R/z (siehe Gleichung (1.13)), sind also u¨berall au-
ßerhalb der Strahltaille Kugelkalotten. Die Gro¨ße dieser Kugelkalotten ist in Abb.
1.19 proportional zum Strahlradius w(z) gewa¨hlt, um die Divergenz der Gauß-Moden
zu veranschaulichen. In der Strahltaille divergiert der Kru¨mmungsradius, die Phasen-
fla¨chen sind eben. Fu¨r ein LG01-Bu¨ndel haben die Fla¨chen gleicher Phase Spru¨nge an
der konzentrischen Nulllinie, wodurch der Innenteil der Kugelkalotten gegenu¨ber dem
Außenbereich verschoben ist. Bei einem Laguerre-Gauß-Bu¨ndel der Ordnung p wa¨re
die Kugelschale in p abwechselnd gegeneinander verschobene Teile zerstu¨ckelt.
Die Ausbreitung von Laguerre-Gauß-Bu¨ndeln la¨sst sich unter Verwendung einer Na¨he-
rung fu¨r den Propagationsfaktor (siehe 1.1.3) sogar mit darin enthaltenen r-Wirbeln
(siehe 1.3.2) analytisch berechnen, was mit Wirbeln in Bessel-Bu¨ndeln nur numerisch
mo¨glich ist. Weiter sind LGlp-Bu¨ndel mit großem radialen Index p eine im Innenbe-
reich sehr gute Na¨herung fu¨r Jl-Bessel-Bu¨ndel. Daher sind Laguerre-Gauß-Bu¨ndel beim
Versta¨ndnis der Untersuchung von Wirbeln in Bessel-Bu¨ndeln [20] ein hilfreiches Werk-
zeug.
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1.1.3 Rechenmethoden
Zur Kontrolle und Vorhersage der experimentellen Ergebnisse wurden numerische und
analytische Rechnungen zur Ausbreitung der Lichtbu¨ndel durchgefu¨hrt. Das Prinzip
dieser Rechnungen ist mittlerweile eine Standardmethode in der Optik (siehe [21]) und
beruht auf der sogenannten
”
Ausbreitung des Winkelspektrums“: Das am Ort z = z0
bekannte Feld f(r0) wird als eine kontinuierliche U¨berlagerung von ebenen Wellen
mit verschiedenen Wellenvektoren k dargestellt, was einer Fourier-Transformation des
Feldes bei z = z0 entspricht. Da die Wellenvektoren alle dieselbe La¨nge haben, unter-
scheiden sie sich nur durch ihren Winkel zur Ausbreitungsrichtung, daher spricht man
auch vom Winkelspektrum der Verteilung.
Jede dieser ebenen Wellen breitet sich nun geradlinig in Richtung ihres Wellenvektors
zum Punkt z = z1 aus, dabei vera¨ndert sich nur ihre Phase im Bezug auf den Ursprung.
Dieser Ausbreitung wird durch Multiplikation mit dem Faktor e
2pii
q
1
λ2
−σ2x−σ2yz1 Rech-
nung getragen, wobei die σi = ki/λ normierte Koordinaten im Fourierraum sind. Die
anschließende Fourier-Ru¨cktransformation liefert das Feld f(r1) an der Stelle z = z1:
f(x, y, z1) = 4pi
2F−1{F{f(x, y, z0)}e2pii
q
1
λ2
−σ2x−σ2yz1}. (1.19)
Der Faktor 4pi2 resultiert aus der Normierung der Koordinaten im Fourier-Raum. Es ist
also das Feld an der Stelle z1 gleich dem Feld an der Stelle z0, gefaltet mit der Funktion
e
2pii
q
1
λ2
−σ2x−σ2yz1 , der sogenannten
”
Dispersionsfunktion des Vakuums“. Im Unterschied
zum Fresnel-Integral, das eine Na¨herung fu¨r kleine Winkel zur Ausbreitungsrichtung
verwendet, ist diese Methode exakt und liefert auch fu¨r die Phase des Feldes die rich-
tigen Ergebnisse.
Da es in jeder Programmiersprache optimierte Algorithmen zur diskreten Fourier-
Transformation (Fast Fourier Transformation) gibt, bietet sich diese Methode zur nu-
merischen Berechnung mithilfe des PCs geradezu an. Jedoch treten hier durch die Aus-
wertung auf einem ra¨umlich begrenzten Raster ku¨nstliche Beugungseffekte an dessen
Ra¨ndern auf. Diese ko¨nnen abgemildert werden, indem man die Propagation in mehre-
re kurze Schritte aufteilt und das Feld nach jedem dieser Schritte mit einer Funktion,
die einen absorbierenden Rand simuliert (typischerweise verwendet man eine Super-
Gauß-Funktion der Form e−x
n
), multipliziert.
In einigen Spezialfa¨llen ist die Berechnung der Fourier-Transformationen in Gleichung
(1.19) analytisch mo¨glich. Besonders einfach ist dies bei Gauß-Verteilungen, die noch
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mit einem Polynom moduliert sein ko¨nnen. Verwendet man zusa¨tzlich eine paraxiale
Na¨herung fu¨r den Propagationsfaktor (e
2pii
q
1
λ2
−σ2x−σ2yz1 ≈ e 2piiλ z1e−piiλz1(σ2x+σ2y)), so kann
auch die Ru¨cktransformation analytisch durchgefu¨hrt werden. So ist z. B. fu¨r alle Gauß-
Laguerre-Moden, auch in Kombination mit einem off-Axis (r-)Wirbel eine analytische
Berechnung des Feldes an jeder Stelle mo¨glich.
Um das Fernfeld einer Verteilung, also das Feld dieser Verteilung fu¨r z → ∞, zu
messen, wird die Verteilung u¨blicherweise in der hinteren Brennebene einer Linse be-
trachtet. Mathematisch entspricht dies bis auf einen skalierenden Faktor der Fourier-
Transformierten der Verteilung, sodass man auf diese Weise das Fernfeld einer Funktion
berechnen kann. Mann muss dabei aber beachten, dass durch diese Methode streng-
genommen das Winkelspektrum der Verteilung gemessen bzw. berechnet wird, das
nicht immer mit dem Fernfeld der Verteilung u¨bereinstimmt So ist z. B. bei Bessel-
Bu¨ndeln das Fernfeld ein Bessel-Bu¨ndel, denn diese Bu¨ndel sind ausbreitungsinvariant.
Das Winkelspektrum eines Bessel-Bu¨ndels ist aber ein unendlich schmaler Ring.
1.2 Experimenteller Aufbau
Die im Rahmen dieser Arbeit untersuchten Lichtbu¨ndel wurden alle mit computerge-
nerierten Hologrammen hergestellt. Bei dieser Technik wird das Interferenzbild einer
ebenen Referenzwelle mit dem gewu¨nschten Lichtbu¨ndel berechnet und auf transpa-
rentes oder reflektives Material u¨bertragen. Man erha¨lt damit ein optisches Gitter.
Wird dieses Gitter mit einer ebenen Welle beleuchtet, so erha¨lt man, dem Prinzip der
Holographie folgend, in der ersten Ordnung des gebeugten Bu¨ndels das gewu¨nschte
Lichtfeld.
Fu¨r die Experimente auf dem Gebiet der Polarisationssingularita¨ten stand ein Licht-
modulator aus einem kleinen LCD-Display zur Verfu¨gung (siehe Kapitel 2.2.2), der als
variables Beugungsgitter vom PC aus mit dem entsprechenden Hologramm angesteu-
ert wurde. Fu¨r die Arbeiten u¨ber Phasensingularita¨ten stand dieser Lichtmodulator
jedoch noch nicht zur Verfu¨gung, hier wurden die Hologramme mit einem Montage
Graphics FR2 Dia-Belichter (8 Bit Farbtiefe, 2900 dpi Auflo¨sung) auf handelsu¨bliche
35mm Kleinbild-Diafilme belichtet.
Abbildung 1.20 zeigt den im Experiment verwendeten Aufbau. Das Gitter G wird mit
einem Helium - Neon - Laser mit λ = 632 nm beleuchtet, der von 1,1mm Durchmesser
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durch das erste Teleskop bestehend aus den Linsen L1 und L2 mit den Brennweiten
12mm und 200mm auf den Durchmesser des Hologramms (ca. 20mm) aufgeweitet
wird. Die Wellenfront des Strahls wird dabei im Zentrum in guter Na¨herung eben. Der
Strahl wird durch die Blende B1 beschnitten, sodass Sto¨rungen am Rand des Bu¨ndels
ausgeblendet und das Bu¨ndel an die Gro¨ße des Gitters angepasst werden kann. Zusa¨tz-
lich wird durch diese Blende wie weiter unten beschrieben die Effizienz der gewu¨nschten
LG-Mode erho¨ht und die der unerwu¨nschten unterdru¨ckt.
Die beiden Linsen L3 und L4 sind wieder als Teleskop angeordnet und dienen dazu,
den Bu¨ndeldurchmesser an die Gro¨ße des CCD-Chips der Kamera anzupassen und die
Rayleigh-Reichweite des Bu¨ndels auf eine La¨nge (zR ≈ 1m) einzustellen, die noch be-
quem vermessen werden kann. Die Brennweiten der Linsen sind typischerweise 1000mm
und 300mm. In der Brennebene der Linse L3 liegt das Fernfeld des Strahls vor; die ver-
schiedenen Beugungsordnungen sind hier auf Punkte reduziert und deutlich getrennt.
Die gewu¨nschte Beugungsordnung wird durch die Blende B2 selektiert und durch L4
in den Ortsraum ru¨cktransformiert. Mit der CCD-Kamera kann das Bu¨ndel am Bild-
schirm eines angeschlossenen Computers analysiert werden.
Die verwendete CCD-Kamera (Pulnix TM-6CN) hat einen Chip mit 240× 240 Pixeln
Abbildung 1.20: Experimenteller Aufbau zur Erzeugung eines Laguerre-Gauß-Bu¨ndels mit-
tels eines holographischen Gitters G. Der Strahl des HeNe-Lasers wird durch die Linsen L1
und L2 aufgeweitet und beleuchtet das holographische Gitter G. Durch das Teleskop L3, L4
wird der Strahl verkleinert und die erste Beugungsordnung des Gitters mit der Blende B2
selektiert.
der Gro¨ße 16,6µm× 24,4µm, wodurch Auflo¨sung und Bildgro¨ße festgelegt sind.
Bei der Berechnung der Hologramme wurde eine unter dem Winkel γ 6= 0 einfallende
Referenzwelle verwendet, sodass die Beugungsordnungen des Hologramms bei der Re-
konstruktion der Objektwelle getrennt auftreten. Im resultierenden Hologramm erha¨lt
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man dadurch ein u¨berlagertes Strichgitter mit Gitterkonstante g, fu¨r die gilt:
sin(γ) =
λ
g
(1.20)
Die ersten Beugungsordnungen erscheinen dann unter dem Winkel γ zur Referenzwelle.
La¨sst man die sinusfo¨rmige Modulation dieses u¨berlagerten Strichgitters unvera¨ndert,
erha¨lt man nur die nullte und die zwei ersten Beugungsordnungen, wird das Gitter
rechteckig moduliert, so erscheinen die j-ten Ordnungen unter den Winkeln:
αj = arcsin(j · λ
g
) j = ±1,±2,±3, . . . (1.21)
Die Transmissionsfunktion T (x, y) eines Hologramms mit der Gitterkonstanten g zur
Erzeugung eines optischen Wirbels mit Ladung m und Kernfunktion c(x, y) (siehe
Kapitel 1.3) ist:
T (x, y) = c(x, y)e2piix/geimφ (1.22)
mit φ = arctan(y/x). Der Real- oder Imagina¨rteil dieser Transmissionsfunktion wird
mit dem oben beschriebenen Diabelichter auf einen Film belichtet. Man erha¨lt im
einfachsten Fall (c(x, y) = 1, das entspricht einem Punktwirbel) ein Dia mit einem
Strichgitter der vorgegebenen Gitterkonstante g, aber mit m zusa¨tzlich eingeschobe-
nen halben (schwarzen) Gitterlinien, die am Punkt (0, 0) enden (siehe Abbildung 1.21
mit m = 1).
Zusa¨tzlich kann durch Wahl einer entsprechenden Kernfunktion c(x, y) die Intensita¨t
des Feldes rund um den Wirbel mitkodiert werden, was sich in einer Intensita¨tsa¨nde-
rung im Gitter rund um den Ursprung zeigt.
Um Laguerre-Gauß LGlp-Bu¨ndel (siehe Kapitel 1.1.2) zu erzeugen, kann man im Prin-
zip genauso vorgehen, d.h. das Interferenzbild des Bu¨ndels mit einer ebenen Referenz-
welle berechnen. Wegen des charakteristischen Intensita¨tsprofiles der LG-Bu¨ndel mit
einem starken zentralen Maximum und zahlreichen, wesentlich schwa¨cheren Ringen ist
dann jedoch das Hologramm im Außenbereich sehr dunkel. Dadurch ist die Effizienz
der Rekonstruktion nicht sehr hoch. Besser ist es, ein Gitter herzustellen, auf dem nur
die Phasenspru¨nge um pi an den p ringfo¨rmigen Versetzungslinien des LG-Bu¨ndels vor-
gegeben sind. Um die Beugungsordnungen zu trennen, ist wieder ein Winkel γ 6= 0
zwischen Objekt- und Referenzwelle gewa¨hlt, die Phasenspru¨nge werden dadurch als
Versetzungen der Linien im u¨berlagerten Strichgitter sichtbar.
Die Transmissionsfunktion eines solchen off-Axis-Gitters fu¨r ein LG0p-Bu¨ndel ist [22]:
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Abbildung 1.21: Holographisches Gitter fu¨r
einen Punktwirbel mit Ladung 1. Das Strich-
gitter entha¨lt eine zusa¨tzlich eingeschobene
halbe Gitterlinie, die am Ort des Wirbels en-
det.
Abbildung 1.22: Holographisches Gitter fu¨r
ein LG03 - Bu¨ndel mit einem dezentralen
Punktwirbel mit Ladung 1 (rechts zwischen
dem zweiten und dritten Kreis).
T (r) = { cos(2pix/g) fu¨r Rj−1 ≤ r < Rj
cos(2pix/g + pi) fu¨r Rj < r ≤ Rj+1
fu¨r j = 1, . . . , p
Rj bezeichnet dabei den Radius der j-ten Nullstelle vom Zentrum aus geza¨hlt, wobei j
die Anzahl der Nullstellen durchla¨uft.
Ein solches Gitter erzeugt ein LG-Bu¨ndel nur in guter Na¨herung, denn bei der Beleuch-
tung dieses Gitters mit einem Gauß-Bu¨ndel entstehen sa¨mtliche LG-Moden, die an den
vorgegebenen Stellen Phasenversetzungen haben. Wird aber der Durchmesser des be-
leuchtenden Bu¨ndels an den Durchmesser der gewu¨nschten Mode angepasst, erho¨ht
sich nach [22] die Effizienz fu¨r diese Mode auf bis zu 80%, die anderen Moden werden
entsprechend unterdru¨ckt.
Abbildung 1.23 zeigt diesen Zusammenhang fu¨r ein LGl=1p -Bu¨ndel. Mit ws wird hier
der Strahldurchmesser des beleuchtenden Gauß-Bu¨ndels, mit wh der Durchmesser der
a¨ußersten Nulllinie des LG-Bu¨ndels auf dem Hologramm bezeichnet. Man sieht, dass
z. B. das LG11-Bu¨ndel fu¨r das Verha¨ltnis ws/wh = 2 maximale Intensita¨t erreicht.
Um LG-Bu¨ndel mit zusa¨tzlichen optischen Wirbel an beliebigen Stellen im Bu¨ndel
zu erhalten, werden die beschriebenen Techniken einfach zu einem Hologramm kom-
biniert, indem die Transmissionsfunktionen der Hologramme eines Wirbels und eines
LG-Bu¨ndels miteinander multipliziert und auf einen Film belichtet werden. Man erha¨lt
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Abbildung 1.23: Intensita¨t verschiedener
LGl=1p -Moden als Funktion von ws/wh bei
der Erzeugung mit einem computergene-
rierten Hologramm [22].
dann im einfachsten Fall eine zusa¨tzliche eingeschobene halbe Gitterlinie am Ort des
Wirbels. Abb. 1.22 zeigt das so berechnete Hologramm eines LG03-Bu¨ndel mit einem
dezentralen Punktwirbel mit Ladung m = 1 zwischen dem zweiten und dritten Kreis.
Mit dieser Methode ist jedoch die Position des Wirbels im Bu¨ndel auf dem Gitter fest-
gelegt. Flexibler ist es, ein separates Gitter fu¨r den Wirbel direkt hinter dem LG-Gitter
in den Strahlengang zu stellen. Dabei muss jedoch darauf geachtet werden, dass die
Linien der Beugungsgitter der beiden Hologramme senkrecht zueinander stehen. Da-
durch erha¨lt man in der Blendenebene die verschiedenen Beugungsordnungen der bei-
den Gitter nicht auf einer Linie, sondern in einer Matrix. Die mo¨glichen zu wa¨hlenden
Ordnungen sind dann die an den Positionen (1, 1), (−1,−1), (−1,+1) und (+1,−1).
1.3 Verschiedene optische Wirbel
Optische Wirbel, also Phasensingularita¨ten, gibt es in verschiedenen Auspra¨gungen,
sie sind nur dadurch festgelegt, dass sich die Phase des Lichtfeldes beim Umlaufen der
Versetzungslinie um (im Allgemeinen ganzzahlige) Vielfache von 2pi a¨ndert. Das Feld
eines Wirbels ist daher im einfachsten Fall beschrieben durch:
E(x, y, z) = eimφaeikz (1.23)
wobei φa von der Form arctan(
y−a2
x−a1 ) ist. Die Phasena¨nderung, d.h. der Betrag des
Gradienten der Phase beim Umlaufen der Versetzungslinie durch (a1, a2) ist also un-
abha¨ngig vom Drehwinkel. Solche Wirbel heißen kanonisch. Es sind jedoch auch nicht-
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kanonische Formen [44] denkbar, bei denen die Phasena¨nderung winkelabha¨ngig ist,
diese sollen jedoch hier keine Rolle spielen.
Bisher wurde nur die durch den Wirbel verursachte Vera¨nderung der Phase des Fel-
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x
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a
1
1
a
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0
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f
Abbildung 1.24: Koordinatensystem: Mithilfe von ebe-
nen Polarkoordinaten (ra, φa) mit Ursprung (a1, a2) am
Ort des Wirbels ko¨nnen Kernfunktion und Phase des
Wirbels leichter angegeben werden.
des betrachtet. Man kann aber zusa¨tzlich zu dem Phasenterm eimφa einen rein reellen
Faktor c(ra), die sogenannte Kernfunktion, einfu¨hren, der die Intensita¨t des Hinter-
grundbu¨ndels beeinflusst. ra ist hier der Radiusvektor vom Zentrum des Wirbels aus
(siehe Abb. 1.24). Der Wirbel schreibt sich dann als:
E(x, y, z) = c(ra)e
imφaeikz (1.24)
Den natu¨rlichsten Fall erha¨lt man mit c(ra) = ra, einen sogenannten r-Wirbel. Die
Kernfunktionen c(ra) = 1 und c(ra) = tanh(
ra
rc
) (rc ist ein frei wa¨hlbarer reeller Pa-
rameter, siehe Kapitel 1.3.3) sind im Rahmen dieser Arbeit ebenfalls von Bedeutung.
Auf die Eigenschaften der Wirbel mit den verschiedenen Kernfunktionen soll nun na¨her
eingegangen werden.
1.3.1 Punktwirbel
Da Wirbel nach Gleichung (1.23), also Punktwirbel mit einer Kernfunktion c(ra) = 1,
von bestechender mathematischer Einfachheit zu sein scheinen, standen sie am Anfang
der Untersuchungen von Wirbeln. Auch sind sie experimentell am einfachsten herzu-
stellen (allerdings natu¨rlich nur na¨herungsweise), daher sind sie der Hauptgegenstand
vieler experimenteller Vero¨ffentlichungen u¨ber optische Wirbel.
Nun erzwingt ja die Singularita¨t der Phase eine Nullstelle auf der Wirbellinie, durch
die fehlende Kernfunktion ist diese Nullstelle jedoch im Fall eines Punktwirbels nur ein
mathematischer Punkt (durch eine Diracsche Delta-Funktion beschrieben) und soll-
te an der Stelle z = 0 unsichtbar sein. Physikalisch sind aber punktfo¨rmige Objekte
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unmo¨glich. In der Praxis ist ein Punktwirbel also sehr klein (je nach Realisierung, d.h.
je nach Gu¨te des verwendeten Phasengitters im Bereich der Wellenla¨nge), aber nicht
unendlich klein, und daher hat auch der Sprung von Eins auf Null in der Intensita¨t
des Feldes eine sehr steile, aber keine unendliche Steigung. Auch bei einer numeri-
schen Simulation kann ein Punktwirbel nur so klein realisiert werden, wie der Abstand
zwischen zwei Gitterpunkten, auf denen die Funktion ausgewertet wird, bei der Berech-
nung ist. Nichtsdestotrotz ist ein Punktwirbel am Anfang der Ausbreitung nicht oder
kaum sichtbar (sowohl im Experiment wie in der Simulation) und wird erst nach einiger
Ausbreitungsdistanz als deutliche Nullstelle der Intensita¨t sichtbar. Der Grund dafu¨r
ist die Beugung, die fu¨r einen Punktwirbel besonders stark ist. Der Beugungsterm ∇2ψ
in der Wellengleichung
c2∇2Ψ− Ψ¨ = 0 (1.25)
entha¨lt die zweiten Ableitungen des Feldes, die auf der Versetzungslinie eines Punktwir-
bels divergieren. Daher wird der Punktwirbel zu Beginn der Ausbreitung sehr starker
Beugung unterliegen. Durch die Beugung wird die Steigung des Feldes auf der Wirbel-
linie flacher und damit das schwarze Loch im Intensita¨tsbild gro¨ßer [12].
Durch die Beugung laufen wellenfo¨rmige Sto¨rungen ausgehend vom Ort des Wirbels
nach aussen durch das Intensita¨tsbild der Funktion, wie sie auch bei Beugung von Licht-
strahlen an scharfen Kanten von Blenden oder a¨hnlichem auftreten. Diese Sto¨rungen
werden im Verlauf der Propagation schwa¨cher und verschwinden schließlich ganz nach
der Rayleigh-Reichweite zR =
1
2
kw20. Die Kernfunktion eines Punktwirbels kann fu¨r
z 6= 0 durch eine U¨berlagerung von zwei modifizierten Besselfunktionen der ersten Art
beschrieben werden [12].
Abbildung 1.25 zeigt den Querschnitt durch die Intensita¨tsverteilung eines Punktwir-
bels in einem Gauß-Bu¨ndel nahe bei der Strahltaille (fu¨r z = 15mm, links) und weiter
von der Strahltaille entfernt (z = 250mm, rechts). Beides sind experimentelle Aufnah-
men. Die erwa¨hnten wellenfo¨rmigen Sto¨rungen sind stark ausgepra¨gt und laufen fu¨r
wachsende z u¨ber den ganzen Strahlquerschnitt. Deutlich zu sehen ist außerdem, dass
der Wirbelkern durch die Beugung aufgeweitet wird.
Punktwirbel lassen sich durch eine berechnetes Hologramm erzeugen wie in Kapitel
1.2 beschrieben. Eine weitere Mo¨glichkeit ist die Verwendung einer Glasplatte mit spi-
ralfo¨rmig wachsender Dicke, die dem Feld genau die Phasenverzo¨gerung eiφ aufpra¨gt.
Hier besteht jedoch das Problem der exakten Fertigung, vor allem im Innenbereich der
Spirale. Vor allem fu¨r gro¨ßere Wellenla¨ngen wie z. B. im Mikrowellenbereich werden
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Abbildung 1.25: Experimentelle Bilder: Beugung eines Punktwirbels in einem Gauß-Bu¨ndel.
Die Abbildung zeigt die Intensita¨tsverteilung eines Punktwirbels in einem Gauß-Bu¨ndel nahe
der Strahltaille (z = 15mm, links) und weiter von der Strahltaille entfernt (z = 250mm,
rechts). Durch die Beugung entstehen wellenfo¨rmige Sto¨rungen und der Kern des Wirbels
wird gro¨ßer. Um wellenfo¨rmigen Strukturen besser erkennen zu ko¨nnen, wurde eine dreidi-
mensionale Auftragung der Intensita¨t u¨ber der x-y-Ebene gewa¨hlt.
solche spiralfo¨rmigen Phasenplatten verwendet, da hier die Fertigungstoleranzen gro¨ßer
sein ko¨nnen.
1.3.2 r-Wirbel
Besitzt ein Wirbel eine Kernfunktion c(ra) = ra, so spricht man von einem r-Wirbel
[12]. Das Feld eines r-Wirbels mit Ladung m am Punkt ra = (a1, a2) ist in Polarkoor-
dinaten (r, φ, z)
E(r, ϕ, z) = |r − ra||m|eimϕe−ikz (1.26)
oder in kartesischen Koordinaten
ψ(x, y, z) = ((x− a1) + i · sign(m)(y − a2))|m|e−ikz. (1.27)
Gleichung (1.26) ergibt eineWirbel, dessen Versetzungslinie parallel zur z-Achse verla¨uft
und die transversale Ebene im Punkt ~r0 = (a1, a2) durchsto¨ßt. Im Unterschied zu ei-
nem Punktwirbel, der ja durch einen reinen Phasenfaktor beschrieben wird, besitzt
ein r-Wirbel eine Amplitude, die proportional zu r ansteigt. Dadurch ist ein r-Wirbel
schon zu Beginn der Propagation durch niedrige Intensita¨t rund um die Nullstelle des
Feldes sichtbar, im Gegensatz zu einem Punktwirbel, der erst durch Beugung sichtbar
wird. Wie man im vorigen Kapitel gesehen hat, unterliegt ein Punktwirbel starken Beu-
gungseffekten. Im Gegensatz dazu wird ein r-Wirbel u¨berhaupt nicht gebeugt, da die
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zweiten Ableitungen von x und y ja Null sind. Daher bleibt die Form eines r-Wirbels,
d.h. die Funktion, mit der die Einhu¨llende des Feldes in der Umgebung der Nullstelle
beschrieben werden kann, wa¨hrend der Ausbreitung erhalten.
Wegen der einfachen Schreibweise in Gleichung (1.27) (im einfachsten Fall m = 1 und
ra = (0, 0) wird der Wirbel zu (x + iy)e
−ikz) und wegen der Tatsache, dass sie keiner
Beugung unterliegen und daher die natu¨rlich auftretenden Wirbel (z. B. in von rau-
hen Oberfla¨chen gestreuten Feldern oder in Laguerre-Gauß-Moden) alle r-Wirbel sind,
werden r-Wirbel mittlerweile als die generischen Wirbel verstanden. In den meisten
Fa¨llen spricht man daher einfach von
”
Wirbel“ und verwendet nur bei Wirbeln mit
anderen Kernfunktionen genauere Bezeichnungen. Dabei muss aber erwa¨hnt werden,
dass ein reiner r-Wirbel ohne zusa¨tzliches Hintergrundbu¨ndel wegen der ins Unendliche
ansteigenden Intensita¨t experimentell nicht realisierbar ist.
r-Wirbel in einem Gauß-Bu¨ndel
Bei genauer Betrachtung des Modells zur Bewegung von Wirbeln, das in Kapitel 1.3.4
vorgestellt wird, fa¨llt auf, dass das erhaltene Ergebnis (Gleichung (1.36)) unabha¨ngig
von der Kernfunktion des Wirbels ist. Es ist daher zu erwarten, dass die Form der Wir-
bellinie eines einzelnen r-Wirbels mit der eines Punktwirbels oder eines tanh-Wirbels
u¨bereinstimmt.
Man kann jedoch die Form derWirbellinie eines r-Wirbels in einigen Hintergrundbu¨ndeln
analytisch nach der im Kapitel 1.1.3 geschilderten Methode der Ausbreitung des Win-
kelspektrums mit dem vereinfachten Propagationsterm e
2pii
λ
z1e−piiλz1(σ
2
x+σ
2
y) berechnen.
Einer dieser Fa¨lle ist der eines r-Wirbels in einem Gauß-Hintergrundbu¨ndel. Der Wir-
bel soll sich bei z = 0 am Punkt (x, y) = (a, 0) befinden (durch eine geeignete Drehung
des Koordinatensystems ist dies immer zu erreichen). Der Wirbel habe die Ladung
m = +1. Das Feld in der x-y-Ebene ist dann:
E(x, y, 0) =
1
w0
√
(x− a)2 + y2eiφae−
x2+y2
w20 (1.28)
wieder mit dem Phasenfaktor φa = arctan(
y
x−a). In kartesischen Koordinaten la¨sst sich
das Feld umschreiben zu:
E(x, y, 0) =
1
w0
[(x− a) + iy]e−
x2+y2
w20 . (1.29)
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Fu¨r das Feld bei z erha¨lt man nach der Faltung mit dem Propagationsterm:
E(x, y, z) =
piw0
(izλ+ piw20)
2
[piw20((x− a) + iy)− iazλ]e
−pi(x2+y2)
izλ+piw20 (1.30)
Das Feld hat also wie erwartet auch nach Propagation noch eine Gauß-fo¨rmige Einhu¨llen-
de. Außerdem hat das Feld genau eine Nullstelle, wie man sofort am Grad des komple-
xen Polynoms in x und y sieht, und daher auch immer noch genau einen Wirbel. Um
die z-abha¨ngige Position der Nullstelle und damit die Koordinaten (x0(z), y0(z)) des
Wirbels zu finden, muss die Gleichung
piw20[(x− a) + iy]− iazλ = 0 (1.31)
fu¨r reelle x und y gelo¨st werden. Man erha¨lt in den absoluten kartesischen Koordinaten
x und y mit der Rayleigh -Reichweite zR = kw
2
0/2:
(x0(z), y0(z)) = (a,
azλ
piw20
) = (a,
az
zR
). (1.32)
Die Wirbellinie ist also eine Gerade durch den Punkt (x, y, z) = (a, 0, 0) windschief
im Winkel arctan(a/zR) zur z-Achse (siehe Abb. 1.26 (a). Der Schnittpunkt dieser
Geraden mit der x − y-Ebene, also die Nullstelle der Intensita¨t, die man auch im
Experiment sieht,
”
bewegt“ sich beim Fortschreiten in z-Richtung mit der
”
Geschwin-
digkeit“ v = (dx0(z)
dz
, dy0(z)
dz
) = (0, a/zR) in der x-y-Ebene (wie im Kapitel 1.3.4 keine
herko¨mmliche Geschwindigkeit durch Bildung der Zeitableitung, sondern durch Bil-
dung der Ableitung nach z). Diese Geschwindigkeit ist konstant und ha¨ngt nur von
den Parametern a und zR ab.
In Abb. 1.26 (a) wurde fu¨r die Parameter λ = 633 nm, w0 = 1mm und a = 0,5 · w0
die Wirbellinie fu¨r z zwischen −6zR und 6zR aufgetragen. Die konstante Geschwin-
digkeit der
”
Bewegung“ ist durch die Steigung der Geraden gegeben. Das Vorzeichen
der Steigung dieser Geraden ha¨ngt vom Vorzeichen der Ladung des Wirbels ab. Die
Projektion der Wirbellinie des Halbraums z > zR in die x-y-Ebene, die ”
Trajektorie“,
ist eine Gerade parallel zur y-Achse im Abstand a (Abb. 1.27 (a)).
Normiert man die Koordinaten auf den jeweiligen 1/e2-Strahldurchmesser w(z) =√
w20(1 +
z2
z2R
) der Intensita¨t des ungesto¨rten Gauß-Bu¨ndels, erha¨lt man die Position
der Wirbellinie relativ zum Hintergrundbu¨ndel:
(x0,rel(z), y0,rel(z)) = (
a
w0
√
1 + z
2
z2R
,
az
zRw0
√
1 + z
2
z2R
) (1.33)
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Abbildung 1.26: Ein r-Wirbel in einem Gauß-Hintergrundbu¨ndel mit λ = 633 nm, w0 = 1
mm und a = 0,5 · w0. In (a) in absoluten x-y-Koordinaten aufgetragen, in (b) sind die Ko-
ordinaten in den x-y-Ebenen auf den z-abha¨ngigen Strahldurchmesser w(z) normiert. Die
z-Koordinate ist auf die Rayleigh-Reichweite zr normiert. Je nach Auftragung ist die Wir-
bellinie eine Gerade oder liegt auf einem Zylindermantel.
In diesen relativen Koordinaten liegt die Wirbellinie auf einem Kreiszylinder mit Ra-
dius R =
√
x2rel + y
2
rel = a/w0 (siehe Abbildung 1.26 (b)), die Projektion (Abb. 1.27)
ist hier ein Viertelkreise mit Radius a/w0. Die ”
Geschwindigkeit“ der Wirbelbewegung
geht hier fu¨r große z gegen Null, wie an dem abnehmenden Winkel zwischen z-Achse
und Wirbellinie zu sehen ist. Die Linie verla¨uft asymptotisch zur y-z-Ebene, denn der
Grenzwert des Winkels arctan( yrel
xrel
) ist:
lim
z→±∞
arctan(
y0,rel
x0,rel
) = lim
z→±∞
arctan(
z
zR
) = ±pi
2
(1.34)
Eine Folge von mit Gleichung (1.30) berechneten Aufnahmen der Intensita¨tsverteilung
in Ebenen transversal zur z-Achse des Feldes, wie man sie auch im Experiment erhal-
ten wu¨rde, zeigt Abbildung 1.28. Die verwendeten Parameter sind hier w0 = 1mm,
a = 0,1 · w0 und λ = 633 nm. Der Bildausschnitt ist an den divergierenden Strahl
angepasst, wodurch man die in Gleichung (1.33) vorausgesetzte normierte Darstellung
erha¨lt. Man sieht die scheinbare Rotationsbewegung der Intensita¨tsnullstelle, die oben
abgeleitet wurde.
Dies stimmt sowohl mit dem Ergebnis in [23] u¨berein als auch mit den Ergebnissen
wie sie aus dem Modell in Kapitel 1.3.4 abgeleitet wurden.
Es sei angemerkt, dass dies fu¨r mehrere Wirbel in einem Hintergrundbu¨ndel nicht
mehr gu¨ltig ist, da ja zusa¨tzliche Wirbel das Hintergrundbu¨ndel vera¨ndern. So stellen
die Autoren von [5] fest, dass sich mehrere Wirbel in einem Hintergrundbu¨ndel solange
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Abbildung 1.27: Die Projektionen der Wirbellinien des Halbraums z > zR aus Abb. 1.26
auf eine Ebene senkrecht zur z-Achse. In (a) in absoluten x-y-Koordinaten aufgetragen, hier
ist die Wirbellinie eine Gerade parallel zur y-Achse durch den Punkt x = a. In (b) sind die
Koordinaten auf w(z) normiert, hier ergibt sich ein Viertelkreis mit positivem Drehsinn (fu¨r
z →∞ wird die y-Achse erreicht).
unabha¨ngig voneinander bewegen, bis ihre Kernfunktionen u¨berlappen. Da dies jedoch
bei r-Wirbeln, deren Amplitude sich im Gegensatz zu der von Punktwirbeln u¨ber das
ganze Hintergrundbu¨ndel erstreckt, von Anfang an der Fall ist, ist hier die Wirbelbe-
wegung nicht mehr unbeeinflusst von dem zweiten Wirbel.
Leider sind r-Wirbel experimentell nur schwer herzustellen. Das liegt daran, dass wegen
der proportional zu r2 ansteigenden Intensita¨t eines r-Wirbels ein auf Diafilm belichte-
tes Amplitudengitter fu¨r einen r-Wirbel u¨ber große Bereiche fast schwarz ist. Dadurch
wird erstens die Effizienz dieser Gitter sehr gering und zweitens ist die Qualita¨t des
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Abbildung 1.28: Propagation eines r-Wirbels in einem Gauß-Hintergrundbu¨ndel. Von links
nach rechts sind die Propagationsentfernungen z = 0 ·zR, 1 ·zR, 2 ·zR, 10 ·zR. Die Nullstelle des
Feldes bewegt sich scheinbar auf einem Viertelkreis, dies ist jedoch eine optische Ta¨uschung
und liegt daran, dass der Bildausschnitt auf den Strahldurchmesser w(z) normiert ist. Die
Bilder sind fu¨r die Parameter w0 = 1mm, a = 0,1 · w0 und λ = 633nm gerechnet.
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resultierenden Strahls so schlecht, dass einen Beobachtung des Wirbels u¨ber gro¨ßere Di-
stanzen unmo¨glich ist. Einen Ausweg bieten Gitter, die eine Na¨herung eines r-Wirbels
herstellen, wie sie in Kapitel 1.3.3 beschrieben werden.
1.3.3 tanh-Wirbel
Wirbel mit einer Kernfunktion proportional zu tanh( |r−ra|
rc
) (ra = (a1, a2) ist der Orts-
vektor des Wirbels, rc ist ein frei wa¨hlbarer reeller Parameter) nennt man Tangens-
Hyperbolicus- bzw. tanh-Wirbel. Das Feld eines solchen Wirbels mit Ladung 1 an der
Stelle (a1, a2) ist:
E(x, y) = tanh(
R(x, y)
rc
)eiφa (1.35)
Hierbei ist R(x, y) = |r − ra| =
√
(x− a1)2 + (y − a2)2 und die Phase φa des Wirbels
wie immer φa = arctan(
y−a2
x−a1 ). Mit solche Wirbeln ist eine na¨herungsweise Herstellung
von r-Wirbeln im Experiment mo¨glich. Der Grund dafu¨r liegt in den Eigenschaften der
Funktion tanh(R/rc), die in Abbildung 1.29 gezeichnet ist. In der Abbildung ist die
Funktion fu¨r verschiedene Parameter rc im Vergleich mit der Funktion f(R) = R, also
der Kernfunktion eines r-Wirbels, aufgetragen. Man sieht, dass die Funktion tanh(R/rc)
fu¨r kleine R linear verla¨uft und fu¨r große R gegen den Wert 1 konvergiert. Die Steigung
Abbildung 1.29: Die Funktion tanh(R/rc) im
Vergleich mit der Funktion f(R) = R fu¨r verschie-
den Parameter rc. Fu¨r den Grenzfall rc → 0 mm
wird die Funktion zur Kernfunktion eines Punkt-
wirbels, fu¨r rc = 1mm ist sie im Ursprung eine gu-
te Na¨herung fu¨r die Kernfunktion eines r-Wirbels.
Im Außenbereich konvergiert die Funktion R ge-
gen 1, was die Herstellung von optischen Gittern
vereinfacht.
im Nullpunkt wird dabei durch den Parameter rc bestimmt.
Setzt man einen solchen tanh-Wirbel in ein Hintergrundbu¨ndel mit Gauß-fo¨rmiger
Einhu¨llender, so wird fu¨r rc → 0 ein Punktwirbel, fu¨r rc → 1 ein r-Wirbel gut appro-
ximiert. Die experimentelle Herstellung von r-Wirbeln ist ja deshalb so schwierig, weil
durch die linear ansteigende Kernfunktion des Wirbels die Intensita¨tsgitter zu dunkel
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werden, um noch genu¨gend Intensita¨t des Hintergrundbu¨ndels durchzulassen. Da die
Funktion tanh(R) fu¨r R > 1 gegen 1 konvergiert, sind Gitter mit tanh-Wirbel im Ver-
gleich zu Gittern fu¨r r-Wirbel je nach Parameter rc auf einer erheblich kleineren Fla¨che
dunkel, was die Effizienz solcher Gitter erho¨ht. Weil r-Wirbel lokal durch tanh-Wirbel
gut gena¨hert werden, ist mit solchen Gittern experimentell die Herstellung von na¨he-
rungsweisen r-Wirbeln bei gleichzeitig ho¨herer Gesamttransmission und damit ho¨herer
Effizienz des Gitters mo¨glich.
Da die Form der Wirbellinie zumindest fu¨r einen einzelnen Wirbel in einem hinreichend
glatten Hintergrundbu¨ndel unabha¨ngig von der Kernfunktion ist, gleicht die Wirbellinie
eines tanh-Wirbels in einem Gauß-Hintergrundbu¨ndel der eines r- oder eines Punktwir-
bels (siehe 1.3.2 und 1.3.1). Zu diesem Schluss kommen auch einige Vero¨ffentlichungen
zu diesem Thema, so z. B. [5].
Die Beugungserscheinungen eines tanh-Wirbels in einem Gauß-Hintergrundbu¨ndel sind
nach den in Kapitel 1.3.1 gemachten U¨berlegungen je nach der Gro¨ße des Parameters rc
vergleichbar denen eines Punktwirbels (rc << 1) oder denen eines r-Wirbels (rc → 1).
Fu¨r Zwischengro¨ßen ist der U¨bergang von dem einem zu dem anderen Verhalten flie-
ßend.
Befinden sich mehrere Wirbel in einem Hintergrundbu¨ndel, so ist ihre gegenseitige Be-
einflussung abha¨ngig davon, ob und wann sich ihre Kernfunktionen u¨berlappen.
Die Schlussfolgerung ist daher, dass das Verhalten von tanh-Wirbeln von dem Wert rc
abha¨ngt und sie sich je nach Gro¨ße dieses Wertes eher wie Punktwirbel oder eher wie
r-Wirbel verhalten werden.
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1.3.4 Das fluiddynamische Modell fu¨r die Bewegung von Wir-
beln in Hintergrundbu¨ndeln
Es gibt bei der Untersuchung von optischen Wirbeln zwei verschiedene Betrachtungs-
weisen: Die meisten theoretisch orientierten Gruppen sehen optische Wirbel als stati-
ona¨re Versetzungslinien oder Linien verschwindender Intensita¨t im Raum (Wirbellini-
en).
Die meisten experimentell arbeitenden Gruppen sehen optische Wirbel als die Schnitt-
punkte dieser Linien mit den zur Ausbreitungsrichtung transversalen Ebenen, in denen
im Experiment die Messung von Phase und Intensita¨t erfolgt (also die Filmebene der
verwendeten Kamera). Wird nun die Kamera in Ausbreitungsrichtung verschoben und
liegen die Versetzungslinien nicht parallel zur Ausbreitungsrichtung, so bewegen sich
die Nullstellen in den gemessenen Intensita¨tsverteilungen (siehe auch Abb. 1.2) wie
Teilchen in einer Flu¨ssigkeit. Dies soll im Folgenden unter dem Begriff
”
Bewegung“
von optischen Wirbeln verstanden werden.
Um die
”
Bewegung“ dieser
”
Teilchen“ zu beschreiben, wurde ein Modell entwickelt, das
deutliche Analogien mit eben der Bewegung von Wirbeln in Flu¨ssigkeiten aufweist.
Eine Herleitung und Beschreibung dieses Modells findet man in [5] und in [24] und
[25]. Man erha¨lt aus der nichtlinearen Schro¨dingergleichung zwei Gleichungen, die for-
mal zweien der grundlegenden Gleichungen der Fluiddynamik gleichen: der Bernoulli-
und der Kontinuita¨tsgleichung. Hierbei u¨bernimmt der transversale k-Vektor k⊥ die
Rolle des Geschwindigkeitsfeldes einer Flu¨ssigkeit, die Intensita¨t des Lichtfeldes ent-
spricht der Dichte und das Quadrat der Intensita¨t dem Druck der Flu¨ssigkeit.
Das Modell gilt fu¨r hinreichend glatte Hintergrundbu¨ndel mit kleinen Intensita¨ts- und
Phasengradienten (hinreichend glatt heißt hier im Vergleich zur Gro¨ße des Wirbelker-
nes).
Die Ergebnisse werden hier kurz fu¨r den Brechungsindex n0 = 1 des Vakuums dar-
gestellt. Was in diesem Modell zum Ausdruck kommt, ist das sogenannte Wirbel-
Theorem:
In einem linearen optischen Medium wird der Weg des Wirbels bestimmt durch die
Eigenschaften des Hintergrundbu¨ndels, das sind Phase φb und Intensita¨t Ib und deren
Ableitungen, ohne den Wirbel, ausgewertet an der Stelle ra(z) des Wirbels.
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Die Bewegungsgeschwindigkeit des Wirbels ist dann gegeben durch ([24], S.202):
dra(z)
dz
= (−∇⊥φb + m
2
C∇˜⊥ ln Ib)|r=ra(z) (1.36)
wobei ∇˜⊥ = (− ∂∂y , ∂∂x) den um 90◦ rotierten transversalen Gradienten bezeichnet. Der
Faktor C ist eine sich nur langsam a¨ndernde Funktion der Intensita¨t des Hintergrund-
feldes.
In Worten bedeutet dies: Der Wirbel bewegt sich parallel zu dem transversalen Anteil
des Phasengradienten ∇⊥φb und senkrecht zum transversalen Anteil des Intensita¨ts-
gradienten ∇⊥ ln Ib des Hintergrundbu¨ndels.
Fu¨r ein Hintergrundbu¨ndel mit Gauß-Profil kann man fu¨r die Bewegung des Wirbels
folgendes ableiten: Bei einer zweidimensionalen Gauß-Funktion sind die Linien gleicher
Intensita¨t konzentrische Kreise um das Maximum der Intensita¨t (Abbildung 1.30), der
Intensita¨tsgradient zeigt also u¨berall nach Innen. Der Wirbel wird sich daher senkrecht
dazu auf einem Kreis um den Mittelpunkt bewegen, das Vorzeichen der Ladung m des
Wirbels gibt dabei die Drehrichtung an.
Der negative transversale Phasengradient eines Gauß-Bu¨ndels zeigt aufgrund der ge-
kru¨mmten Wellenfronten hinter der Strahltaille wie in Abbildung 1.1, Kapitel 1.1.1,
an jeder Stelle radial nach aussen, deshalb muss der Wirbel parallel dazu zur Strahl-
peripherie wandern. Da das Gauß-Profil des Hintergrundbu¨ndels wa¨hrend der Aus-
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Abbildung 1.30: Der um 90◦ gedrehte
transversale Intensita¨tsgradient bei einem
Gauß-Bu¨ndel bildet konzentrische Kreise
entlang der Linien gleicher Intensita¨t
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Abbildung 1.31: Der negative Phasengra-
dient bei einem Gauß-Bu¨ndel zeigt an je-
der Stelle radial nach aussen, sofern man
sich auf der positiven z-Achse, also hinter
der Strahltaille befindet.
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breitung wegen der Divergenz des Strahls immer breiter und flacher wird, nimmt mit
zunehmender Entfernung von der Strahltaille die Sta¨rke des Intensita¨tsgradienten ab,
die azimuthale Bewegung des Wirbels wird also immer langsamer. Die Gesamtbewe-
gung eines Wirbels in einem Gauß-Bu¨ndel folgt also in relativen Koordinaten einem
Kreisbogen. Dies ist auch die Schlussfolgerung der Autoren von [24] nach expliziter
Berechnung der Position des Wirbels mit Gleichung (1.36) fu¨r ein Gauß-Profil des Hin-
tergrundbu¨ndels.
In Kapitel 1.3.2 wird die Position eines Wirbels in einem Gauß-Bu¨ndel exakt berech-
net, die Rechnung liefert genau dieses Ergebnis. Abb. 1.27 (b) in Kapitel 1.3.2 zeigt die
berechnete projezierte Wirbellinie, die genau entlang des vorhergesagten Kreisbogens
verla¨uft.
In Kapitel 1.4.4 wird dieses Modell auf den Fall von Hintergrundbu¨ndeln mit zusa¨tzli-
chen (instabilen) Phasensingularita¨ten, die durch den zusa¨tzlichen Wirbel empfindlich
und dauerhaft gesto¨rt werden, erweitert.
1.4 Wirbel in Laguerre-Gauß-Bu¨ndeln - Theorie
Laguerre-Gauß-Bu¨ndel haben als Familie von Lasermoden an sich schon interessante
Eigenschaften. So weisen sie z. B. eine Forminvarianz bei der Ausbreitung auf, die fu¨r
ho¨here radiale Moden so stark ist, dass diese Bu¨ndel in guter Na¨herung zu ausbrei-
tungsinvarianten Bessel-Bu¨ndeln werden. Daher eignen sie sich auch zur rechnerischen
Untersuchung von Bessel-Bu¨ndeln, ihre polynomiale Form (anstelle der transzendenten
Bessel-Funktionen) gestattet na¨mlich erhebliche Vereinfachungen bei der Berechnung
der Felder.
LG-Bu¨ndel sind jedoch auch unter den Gesichtspunkten der singula¨ren Optik von In-
teresse, da sie, wie im Kapitel 1.1.2 bereits erwa¨hnt, nicht nur in ihrem Zentrum einen
Wirbel der topologischen Ladung l tragen, sondern ihre p radialen konzentrischen Null-
stellen in drei Dimensionen zusa¨tzlich fla¨chenhaft entartete Phasensingularita¨ten (Ver-
setzungsfla¨chen) darstellen. Diese entarteten Phasensingularita¨ten bilden Rotationshy-
perboliode und sind wegen ihrer Entartung instabil gegenu¨ber Sto¨rungen.
Die Interaktion von optischen Wirbeln mit solchen entarteten Singularita¨ten ist bis auf
das Verhalten von Wirbeln in Bessel-Bu¨ndeln [20, 26] bisher noch wenig untersucht
worden. Das Studium von Wirbeln in Laguerre-Gauß-Bu¨ndeln du¨rfte auf diesem Ge-
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biet einige grundlegende Erkenntnisse bringen.
1.4.1 Generische Wirbel in LG01-Bu¨ndeln
Die z-abha¨ngige Feldverteilung von beliebigen, in einer Ebene bekannten Feldern kann
mit der in Kapitel 1.1.3 beschrieben Methode der Ausbreitung des Winkelspektrums
berechnet werden. Im Falle von r-Wirbeln in LG-Hintergrundbu¨ndeln und bei der Ver-
wendung des gena¨herten Propagationsfaktors e
2pii
λ
z1e−piiλz1(σ
2
x+σ
2
y) kann diese Rechnung
nach der gleichen Vorgehensweise wie in Kapitel 1.3.2 analytisch durchgefu¨hrt werden.
Den einfachsten nichttrivialen Fall stellt ein r-Wirbel mit Ladung m = +1 in einem
LG01-Bu¨ndel dar (siehe auch [37, 38]). Ein solches Bu¨ndel besitzt neben dem zentralen
Maximum einen hellen Ring, der von diesem durch eine kreisfo¨rmige Nulllinie (eine
entartete Versetzung) getrennt ist. Das Feld eines solchen Bu¨ndels mit einem off-Axis
r-Wirbel an der Stelle (a, 0) ist in der Strahltaille (z = 0) mit r =
√
x2 + y2 gegeben
durch:
E(x, y, 0) =
1
w0
[(x− a) + iy]e−r2/w20(1− 2 r
2
w20
) (1.37)
Die Berechnung der Ausbreitung erfolgt analog zu der Rechnung in Kapitel 1.3.2. Als
Ergebnis fu¨r das Feld an der Stelle z erha¨lt man wieder ein Polynom:
E(x, y, z) =
e−r
2/w20e
− 1
1+iz/zR
w0(1 + iz/zR)4
×
× {(x+ iy)[LG01(
2r2
w20
)− z
zR
(3− 2i)]− a(1 + iz
zR
)[LG01(
2r2
w20
) + (
z
zR
)2]} (1.38)
Dabei ist zR =
piw20
λ
die Rayleigh-Reichweite. Wie man an Gleichung (1.38) erkennt,
besitzt das Feld wieder eine Gauß-fo¨rmige Einhu¨llende und ein Za¨hlerpolynom vom
gleichen Grad in x und y wie in der Ausgangsfunktion (Grad 3). Das Feld hat also
auch fu¨r z 6= 0 bis zu drei reelle Nullstellen der Intensita¨t und damit fu¨r jedes z bis zu
drei Punkte, an denen Wirbellinien die x-y-Ebene durchstoßen.
Leider ist die Gleichung E(x, y, z) = 0 nicht mehr so einfach analytisch zu lo¨sen wie im
Fall eines r-Wirbels in einem Gauß-Bu¨ndel. Man kann jedoch numerisch die Nullstellen
des polynomialen Anteils E(x, y, z) der Funktion E(x, y, z), also von
E(x, y, z) = (x+ iy)[LG01(
2r2
w20
)− z
zR
(3− 2i)]− a(1 + iz
zR
)[LG01(
2r2
w20
) + (
z
zR
)2] (1.39)
49
Kapitel 1. Singularita¨ten der Phase
fu¨r jedes feste z bestimmen. Die Nullstellen sind die z-abha¨ngigen Koordinaten der
Wirbel und ergeben glatte Kurven in drei Dimensionen.
Je nach der Wahl der lateralen Verschiebung a des Wirbels in der Strahltaille im
Vergleich zu w0 ergeben sich drei deutlich unterschiedliche Fa¨lle:
Wirbel innerhalb der Versetzungsfla¨che (a ≤ w0√
2
)
Befindet sich der optische Wirbel in der Strahltaille innerhalb der entarteten Verset-
zungsfla¨che des LG01-Bu¨ndels (die in der Strahltaille einen Radius von
w0√
2
hat), gilt
also a ≤ w0√
2
, so ergibt sich ein Bild wie in Abb. 1.32 (a) und (b). Hier sind die ent-
stehenden Wirbellinien in einem LG01-Bu¨ndel mit einem Radius w0 = 0,388mm in der
Strahltaille fu¨r eine laterale Verschiebung von a = 0,4w0 aufgetragen, die transversalen
Koordinaten x und y sind dabei in (a) auf den z-abha¨ngigen Strahldurchmesser w(z)
normiert, in (b) unnormiert in Millimetern aufgetragen. Um die entstehenden Wirbel-
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Abbildung 1.32: Wirbellinien, wie sie durch einen off-Axis Wirbel (a = 0,4w0) in einem
LG01-Bu¨ndel (w0 = 0,388mm) entstehen. In (a) sind die Koordinaten in der transversalen x-
y-Ebene auf den jeweiligen Strahldurchmesser w(z) normiert, in (b) nicht. Der zusa¨tzlich in
das Bu¨ndel eingesetzte Wirbel ist jeweils in rot gezeichnet und na¨hert sich in der Darstellung
in (a) asymptotisch der z-Achse. Die entartete Versetzungsfla¨che des Hintergrundbu¨ndels
wird durch die mit dem Wirbel induzierte Sto¨rung in generische Versetzungslinien (blau)
aufgelo¨st.
linien sowohl vor als auch hinter der Strahltaille darzustellen, la¨uft z von −1000 cm bis
1000 cm, das entspricht ungefa¨hr ±13zR. Das Feld in den beiden Halbra¨umen z < 0
und z > 0 ist jedoch spiegelbildlich zur Ebene z = 0.
In Abb. 1.33 (a) und (b) sind jeweils die Projektionen der Wirbellinien im Halbraum
z > 0 in die x-y-Ebene dargestellt. Die gestrichelten schwarzen Kreise in (a) deuteten
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die Lage der urspru¨nglichen entarteten Nullstelle des Hintergrundbu¨ndels an.
Durch denWirbel (rote Linie) wird die Versetzungsfla¨che des LG01-Bu¨ndels im gesamten
Raum zersto¨rt. Sie verschwindet jedoch nicht einfach, sondern es wird die Entartung
der Versetzungsfla¨che aufgehoben, sodass nun statt einer Versetzungsfla¨che in jedem
Halbraum z < 0 bzw. z > 0 eine generische Wirbellinie der Ladung 1 vorliegt (blaue
Linien). Diese neuen Wirbellinien entstehen außerhalb der zersto¨rten Versetzungsfla¨che
und sind von U-fo¨rmiger Gestalt. Die beiden Schenkel des jeweiligen U zeigen dieselbe
Form wie eine Wirbellinie in einem Gauß-Bu¨ndel (siehe Kapitel 1.3.2, Abb. 1.26). Sie
bilden in den Projektionen Viertelkreise (Abb. 1.33 (a)) und in einer unnormierten
Darstellung (Abb. 1.32 (b) und 1.33 (b)) fu¨r gro¨ßere z anna¨hernd gerade Linien.
Die rote Wirbellinie des eingesetzten Wirbels zeigt jedoch eine Form, die nicht mit der
Form von Wirbellinien in einem Gauß-Bu¨ndel u¨bereinstimmt: Sie na¨hert sich in der
normierten Darstellung (Abb. 1.32 (a)) asymptotisch der z-Achse an, in der Projektion
erreicht sie also das Zentrum des Bu¨ndels (Abb. 1.33 (a)). Dieser Verlauf kann durch
das ga¨ngige Modell (siehe 1.3.4) nicht erkla¨rt werden. In Kapitel 1.4.4 wird dieses Mo-
dell jedoch erweitert, um die Form dieser Wirbellinie erkla¨ren zu ko¨nnen.
Wu¨rde man wie im Experiment (Kapitel 1.5.1, Abb. 1.42) die Intensita¨tsverteilungen
in verschiedenen Ebenen senkrecht zur z-Achse betrachten, so wu¨rde man die Schnitt-
punkte der Wirbellinien mit diesen Ebenen als Nullstellen der Intensita¨tsverteilung
sehen. Hier wu¨rde der Eindruck entstehen, dass ab einer bestimmten Entfernung z (in
Abb. 1.32 (a) ungefa¨hr 210 cm), wenn das Minimum der U-fo¨rmigen Linie die Ebene
z = 210 cm beru¨hrt, zwei neue Wirbel entgegengesetzter topologischer Ladung ent-
stehen. Der eingesetzte Wirbel wu¨rde in dieser Sichtweise beim Fortschreiten auf der
z-Achse ins Zentrum des Hintergrundbu¨ndels wandern und dort gefangen werden. Ins-
gesamt hat man ab ungefa¨hr 210 cm drei Wirbel, von denen zwei aus der Zersto¨rung
der Versetzungsfla¨che des Hintergrundbu¨ndels stammen. Dadurch, dass diese beiden
entgegengesetzte topologische Ladung tragen, bleibt die Gesamtladung des Bu¨ndels
erhalten.
Verkleinert man a wesentlich, erha¨lt man im Grenzfall a → 0 ein LG11-Bu¨ndel, des-
sen zentraler Wirbel mit der z-Achse zusammenfa¨llt. Die neu entstehenden U-fo¨rmigen
Wirbellinien beginnen fu¨r kleiner werdende a in ±z-Richtung gesehen immer spa¨ter,
fu¨r a → 0 verschwinden sie im Unendlichen, dafu¨r bleibt die Versetzungsfla¨che fu¨r
diesen Grenzfall erhalten. Man erha¨lt also fu¨r diesen Grenzfall ein LG11-Bu¨ndel, das
sich wa¨hrend der Ausbreitung bis auf die A¨nderung des Strahldurchmessers w(z) nicht
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Abbildung 1.33: Projektionen der Wirbellinien aus Abb. 1.32 in die transversale x-y-Ebene.
Projeziert sind nur die Wirbellinien des Halbraumes z > 0. In (a) sind die Koordinaten
in der transversalen x-y-Ebene auf den jeweiligen Strahldurchmesser w(z) normiert, in (b)
nicht. Der zusa¨tzlich in das Bu¨ndel eingesetzte Wirbel ist jeweils in rot gezeichnet und na¨hert
sich in der Darstellung in (a) asymptotisch dem Ursprung. Die entartete Versetzungsfla¨che
des Hintergrundbu¨ndels wird durch die mit dem Wirbel induzierte Sto¨rung in generische
Versetzungslinien (blau) aufgelo¨st, die sich in (a) auf Viertelkreisen, in (b) fu¨r gro¨ßere z
anna¨hernd geradlinig bewegen.
vera¨ndert.
Wirbel außerhalb der Versetzungsfla¨che, aber im Innenbereich des Hinter-
grundbu¨ndels (w0 ≥ a ≥ w0√2)
Befindet sich der zusa¨tzliche optische Wirbel in der Strahltaille zwar außerhalb der
Versetzungsfla¨che, aber noch innerhalb des 1/e-Strahldurchmessers des Hintergrund-
bu¨ndels, gilt also w0 ≥ a ≥ w0√2 , so tritt ein Spezialfall ein, der in Abb. 1.34 (a) und
(b) mit a = 0,9w0 gezeigt ist: Die Versetzungsfla¨che wird ebenso wie im vorigen Fall
zersto¨rt und in generische Wirbellinien (blau) aufgelo¨st. Die urspru¨ngliche Wirbelli-
nie (rot) nimmt hier aber die Form einer geschlossenen Schleife an, die bei z = 0 die
(vormalige) Versetzungsfla¨che des Hintergrundbu¨ndels schneidet. Wu¨rde man dies in
verschiedenen Ebenen senkrecht zur z-Achse betrachten (hierzu existiert keine Abbil-
dung), so entsta¨nde hier der Eindruck, dass sich der urspru¨ngliche Wirbel und ein aus
der Versetzungsfla¨che neu entstandener Wirbel entgegengesetzter Ladung gegenseitig
auslo¨schen! (siehe Kapitel 1.1.1 und Abb. 1.2).
Zusa¨tzlich dazu werden drei weitere Wirbellinien erzeugt, zwei davon in U-Form (blau),
die Projektion dieser U-fo¨rmigen Linien sind wieder, wie im vorigen Fall, Viertelkreise
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(Abb. 1.34 (b)). Die Abbildung zeigt die Projektionen der Wirbellinien, allerdings im
Gegensatz zu 1.34 (a) fu¨r einen Bereich von 0 < z < 1000 cm. Die dritte Wirbellinie
(blau) verla¨uft wieder asymptotisch zur z-Achse, d.h. in der Projektion zum Zentrum.
In im Experiment gemessenen Intensita¨tsverteilungen wie im Kapitel 1.5.1 ha¨tte man
also das folgende Bild: Bei z = 0 entstehen aus der zersto¨rten Versetzungsfla¨che zwei
neue Wirbel entgegengesetzter Ladung, deren einer nach einigen Zentimetern in z-
Richtung den urspru¨nglichen Wirbel auslo¨scht, deren anderer jedoch zum Zentrum des
Bu¨ndels wandert und dort auch fu¨r z →∞ bleibt. Ab einer Entfernung von ungefa¨hr
50 cm entsteht ein Wirbelpaar entgegengesetzter topologischer Ladung, die sich beide
wie von Wirbeln in Gauß-Bu¨ndeln gewohnt auf Viertelkreisen bewegen wu¨rden.
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Abbildung 1.34: Wirbellinien in einem LG01-Bu¨ndel, die laterale Verschiebung a des Wirbels
(rot) ist hier 0,s9w0. Wie in Abb. 1.32 sind in (a) normierte Koordinaten verwendet. Fu¨r
diesen Fall entsteht eine geschlossene Wirbelschleife (rot). Um diese Schleife sehen zu ko¨nnen,
ist der Maßstab in z-Richtung im Vergleich zu Abb. 1.32 und 1.35 gea¨ndert. In (b) sind die
Projektionen der Wirbellinien fu¨r z zwischen 0 und 1000 cm dargestellt.
Wirbel im Außenbereich des Hintergrundbu¨ndels (a ≥ w0)
Wird der Abstand des zusa¨tzlichen Wirbels zum Zentrum des Bu¨ndels weiter vergro¨ßert
(wie in Abb. 1.35 (a) und (b) auf 1,2w0), so zerfa¨llt die Versetzungsfla¨che in zwei Wir-
bellinien entgegengesetzter topologischer Ladung (blau), deren eine asymptotisch zur
z-Achse verla¨uft. Diese hat immer dieselbe topologische Ladung wie der urspru¨ngliche
Wirbel (rot). Die andere Wirbellinie hat wieder die Form, wie sie auch ein einzelner
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Wirbel in einem Gauß-Bu¨ndel zeigt, d.h. ihre senkrechte Projektion formt in normier-
ten Koordinaten einen Viertelkreis (Abb. 1.36 (a)). Die beiden Linien verlaufen beide
von z = −∞ bis z = +∞ und beru¨hren sich bei z = 0 nur fu¨r a = w0, d.h. fu¨r diesen
Wert der lateralen Verschiebung des Wirbels beru¨hren sich zwei U-fo¨rmigen Linien wie
in Abbildung 1.32 (a) in der Ebene z = 0. Vergro¨ßert man den Abstand a des Wirbels
zum Zentrum des Bu¨ndels, so reißen diese U-Linien an ihrem Beru¨hrpunkt auf, die
Schenkel vereinigen sich zu zwei einzelnen Versetzungslinien. Die Schnittpunkte dieser
Linien mit der Ebene z = 0 wandern fu¨r gro¨ßer werdende a auf dem durch die zersto¨rte
Versetzungsfla¨che vorgegebenen Kreis zur y-Achse.
Der eingesetzte Wirbel (rot) verla¨uft fu¨r a ≥ w0 nicht mehr wie im Fall a < w0√2
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Abbildung 1.35: Wirbellinien in einem LG01-Bu¨ndel fu¨r eine laterale Verschiebung a des
Wirbels von 1,2w0. In (a) sind normierte Koordinaten verwendet. Fu¨r diesen Fall entstehen
zwei Wirbellinien (blau) aus der aufgelo¨sten Versetzungsfla¨che, deren eine sich asymptotisch
der z-Achse anna¨hert. Die andere Wirbellinie und auch der zusa¨tzliche Wirbel (rot) zeigen
die gewohnte Form, ihre Projektionen (Abb.1.36) ergeben fu¨r gro¨ßere z Kreise (in (a)) bzw.
Geraden (in der Darstellung in (b)).
asymptotisch zur z-Achse, sondern bleibt (in normierten Koordinaten) an der Strahl-
peripherie, immer außerhalb des Zylinders der vormaligen Versetzungsfla¨che. Die Form
der Wirbellinie gleicht fu¨r gro¨ßere z wieder der eines Wirbels in einem Gauß-Bu¨ndel,
ihre Projektion ist also ein Kreisbogen wie in Abb.1.36 (a).
Im Grenzfall a → ∞ verschwindet die durch den zusa¨tzlichen Wirbel verursachte lo-
kale Sto¨rung der Intensita¨t des Hintergrundbu¨ndels, die Rotationssymmetrie um die
z-Achse bleibt nahezu erhalten. Durch die Phase des Wirbels wird aber eine Sto¨rung
induziert, die sich u¨ber den ganzen Raum erstreckt. Deshalb wird auch in diesem Grenz-
fall die Versetzungsfla¨che des Hintergrundbu¨ndels in zwei Versetzungslinien aufgelo¨st,
deren Fußpunkte in der Ebene z = 0 jedoch dann auf der y-Achse zu liegen kommen.
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Abbildung 1.36: Die Projektionen auf die x-y-Ebene der Wirbellinien aus Abb. 1.35. In (a)
sind normierte Koordinaten verwendet worden, in (b) absolute Koordinaten.
Eine dieser beiden Linien wird auch weiterhin asymptotisch zur z-Achse verlaufen, die
andere wird dann zu einer Parallelen zur z-Achse.
1.4.2 Generische Wirbel in LG0p-Bu¨ndeln
Im letzten Kapitel wurden die Phasensingularita¨ten eines Laguerre-Gauß LG01-Bu¨ndels
mit einem zusa¨tzlichen dezentralen Wirbel untersucht. Eine naheliegende Frage ist nun,
wie sich die Singularita¨ten des Feldes bei einer Erho¨hung der radialen Ordnung p des
Hintergrundbu¨ndels entwickeln (siehe auch [38].
Fu¨r einen r-Wirbel mit Ladung m = 1 in einem LG0p=2-Bu¨ndel folgt die analytische
Berechnung der Feldverteilung dem Muster der Berechnung in Kapitel 1.3.2. Das Poly-
nom, das man als Endergebnis erha¨lt, ist jedoch schon so kompliziert und unu¨bersicht-
lich, dass es hier nicht mehr angegeben wird. Das Feld bei z ließe sich aber sehr bequem
und u¨bersichtlich als eine Summe von drei LG-Polynomen darstellen wie in Kapitel
1.4.5 gezeigt. Damit wu¨rde man E(x, y, z) = −w0LG11(r, φ, z) +
√
3/2w0LG
1
2 − aLG02
erhalten [38]. Leider kann man aus dieser Darstellung nicht auf die Anzahl der Null-
stellen des Feldes schließen. Die Ausgangsfunktion ist mit einem r-Wirbel an der Stelle
(a, 0) in der Strahltaille:
E(x, y, z) = [(x− a) + iy]e−(x2+y2)/w20 1
2w0
{[2(x
2 + y2)
w20
]2 − 42(x
2 + y2)
w20
+ 2} (1.40)
Dies ist ein Polynom von Grad 5 in x und y, und da sich der Grad eines Polynoms
durch zweimalige Fourier-Transformation bei der Berechnung des Feldes am Punkt z
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nicht a¨ndert, ist das Feld auch bei jedem z ein Polynom von Grad 5. Das Feld in Glei-
chung (1.40) wird also je nach Entfernung z und je nach Wahl des Parameters a bis zu
fu¨nf Nullstellen enthalten. Zusa¨tzlich zu dem urspru¨nglich eingesetzten Wirbel werden
daher wie im vorherigen Kapitel aus den beiden durch den Wirbel gesto¨rten entarteten
Versetzungsfla¨chen des LG02-Bu¨ndels mehrere Wirbellinien entstehen, abha¨ngig von der
Wahl des Parameters a im Verha¨ltnis zu w0. Diese Wirbellinien du¨rfen die x-y-Ebene
fu¨r festes z in maximal fu¨nf Punkten schneiden. Abb. 1.37 zeigt fu¨r w0 = 0,343mm
und a = 0,85w0 die auf diese Weise in einem LG
0
2-Bu¨ndel entstehenden Wirbellinien.
Die Auftragung ist wieder in normierten Koordinaten x/w(z)-y/w(z) fu¨r z zwischen
−1000 und 1000 cm. Der urspru¨ngliche Wirbel ist als rote Linie gezeichnet, die aus
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Abbildung 1.37: (a) Wirbellinien in einem LG02-Bu¨ndel mit w0 = 0,343mm und a = 0,85w0.
Außer dem zusa¨tzlich eingebrachten Wirbel (rot) entstehen hier vier weitere Wirbellinien
(blau und gru¨n), deren Lage und Form vom Verha¨ltnis a/w0 abha¨ngt. In (b) sind die Pro-
jektionen der Linien in die x-y-Ebene dargestellt, die beiden gestrichelten Kreise deuten die
Nulllinien des Hintergrundbu¨ndels an.
den gesto¨rten Versetzungsfla¨chen entstehenden neuen Wirbellinien sind blau und gru¨n.
Genau wie im Fall p = 1 werden die beiden Versetzungsfla¨chen aufgelo¨st, an ihre Stelle
treten zwei Wirbel (blau), die jeweils von −∞ bis∞ durchlaufen und die Ebene z = 0
auf der inneren der beiden Nulllinien schneiden. Zwei weitere U-fo¨rmige Linien (gru¨n)
treten in Bereichen mit gro¨ßeren z auf. Wie im Fall p = 1 sind Form und Verlauf dieser
Linien von a abha¨ngig.
Erho¨ht man wie in Abb. 1.38 die radiale Ordnung p des Hintergrundbu¨ndels auf
p = 3, so erha¨lt man, da nun ein Produkt aus [(x − a) + iy] und einem Polynom
vom Grad 3 in r2 vorliegt, eine Funktion mit bis zu 7 reellen Nullstellen als Ausdruck
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fu¨r das Feld an der Stelle z (als Summe von LG-Funktionen ha¨tte man E(x, y, z) =
−√3/2w0LG12 + √2LG13 − aLG03). Man hat damit fu¨r jede Ebene transversal zur z-
Achse bis zu 7 mo¨gliche Schnittpunkte mit Wirbellinien. Abb. 1.38 zeigt die fu¨r die
Parameter w0 = 0,434mm und a = 0,75w0 berechneten Wirbellinien. Der eingesetzte
r-Wirbel ist wieder in rot, die neu entstehenden Wirbel in blau, gru¨n und gold gezeich-
net. In beiden Fa¨llen verla¨uft wieder eine der Wirbellinien asymptotisch zur z-Achse,
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Abbildung 1.38: (a) Wirbellinien in einem LG03-Bu¨ndel mit w0 = 0,343mm und a = 0,75w0.
Außer dem zusa¨tzlich eingebrachten Wirbel (rot) entstehen sechs weitere Wirbellinien (blau,
gru¨n und gold). Abbildung (b) zeigt wieder die Projektionen der Wirbellinien aus (a).
was in den Projektionen (Abb. 1.37 (b) und 1.38 (b)) besser zu erkennen ist . Abha¨ngig
davon, ob sich bei z = 0 der zusa¨tzliche Wirbel innerhalb oder außerhalb der ersten
Versetzungsfla¨che des LG-Bu¨ndels befindet, trifft dies fu¨r ihn zu oder fu¨r eine der neu
entstehenden Wirbellinien. Der Verlauf dieser asymptotischen Linie la¨sst sich wieder
mit dem Modell aus Kapitel 1.4.4 mit Hilfe der Gradienten von Phase und Intensita¨t
des Hintergrundbu¨ndels erkla¨ren. Die anderen Wirbellinien verlaufen wie gewohnt in
relativen Koordinaten so, dass ihre Projektionen Kreisbo¨gen bilden, die fu¨r z → ±∞
die y-Achse beru¨hren.
Analoge Resultate erha¨lt man, wenn man als Hintergrundbu¨ndel ein beliebiges LG0p-
Bu¨ndel verwendet: Auch im diesem Fall kann das Feld an jeder Stelle analytisch be-
rechnet werden und wird durch ein Polynom vom Grad 2p+1 in x und y repra¨sentiert.
Man erha¨lt daher maximal 2p + 1 Nullstellen des Feldes fu¨r jedes z und damit 2p + 1
mo¨gliche Schnitte mit Wirbellinien. Die p Versetzungsfla¨chen des Hintergrundbu¨ndels
werden zersto¨rt und eine Wirbellinie wird sich asymptotisch der z-Achse anna¨hern, so-
dass, betrachtet man nur die Nullstellen der Intensita¨t in den x-y-Ebenen, einer dieser
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Wirbel ins Zentrum des Bu¨ndels
”
wandert“ und dort
”
gefangen“ wird.
1.4.3 Wirbel mit anderen Kernfunktionen in Laguerre-Gauß-
Bu¨ndeln
In den vorangegangenen Kapiteln wurde ein r-Wirbel in Laguerre-Gauß-Bu¨ndeln unter-
sucht. Dieser Fall ist interessant, da sich das Feldes analytisch berechnen la¨sst. Leider
ist es schwierig, r-Wirbel experimentell herzustellen. Wegen der im Kapitel 1.3.2 be-
schriebenen Probleme ist es im Experiment einfacher, tanh-Wirbel mit kleinem Kern-
durchmesser einzusetzen.
Verwendet man statt eines r-Wirbel einen tanh[ |r−ra|
rc
]-Wirbel oder einen Punktwirbel
(siehe Kapitel 1.3.3 und 1.3.1), so sind die Kernfunktionen dieser beiden Wirbel nicht
mehr durch ein Polynom darstellbar: Die Funktion des Tangens Hyperbolicus als auch
die Bessel-Funktionen, die den Wirbelkern eines Punktwirbels außerhalb der Strahltail-
le beschreiben [5], sind beide transzendente Funktionen. Fu¨r diese existiert zwar eine
Potenzreihendarstellung, diese Reihe hat aber unendlich viele Glieder und ist damit
kein Polynom von endlichem Grad. Das Feld eines LG0p-Bu¨ndels mit Wirbel hat damit
nicht mehr 2p+ 1 mo¨gliche Nullstellen, sondern unendlich viele [27].
Die Konsequenz daraus ist, dass im Feld eines LG-Bu¨ndels mit Punkt- oder tanh-
Wirbel beliebig viele neue Wirbel auftreten ko¨nnen. Je nach Gro¨ße des tanh-Wirbels
(d.h. je nach Wahl von rc) wird sich dieser aber zumindest na¨herungsweise wie ein
r-Wirbel oder wie ein Punktwirbel verhalten.
Abb. 1.39 zeigt einen gerechneten Vergleich zwischen der
”
Propagation“ eines r-Wirbels
(A-D), eines tanh-Wirbels mit großem Wirbelkern (a-d, rc = 1mm) und eines tanh-
Wirbels mit kleinem Wirbelkern (α − δ, rc = 0,001mm). Die Bilder sind x-y-Quer-
schnitte durch die Intensita¨tsverteilung des Feldes fu¨r verschiedene z, im Unterschied
zu den bisherigen Abbildungen, die die Nullstellen des Feldes im ganzen dreidimensio-
nalen Raum gezeigt hatten. Diese Darstellung ist hier gewa¨hlt, um erstens die Null-
stellen des Feldes besser identifizieren zu ko¨nnen und zweitens den Anschluss an die
experimentellen Aufnahmen in Kapitel 1.5.1 herzustellen. Man kann hier von der
”
Pro-
pagation“ der Wirbel (in diesem Kontext die Schnittpunkte der Wirbellinien mit den
transversalen Ebenen bzw. die Nullstellen der transversalen Intensita¨tsverteilungen)
wie in Kapitel 1.3.4 sprechen.
Das Hintergrundbu¨ndel ist ein LG01-Bu¨ndel mit w0 = 0,388mm, der Wirbel ist um
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A B C D
a b c d
a
b
g
d
Abbildung 1.39: Berechnete Intensita¨tsverteilungen mit u¨berlagerten Nullstellen von Real-
und Imagina¨rteil (rot und blau) des Lichtfeldes in der x-y-Ebene fu¨r verschiedene z. Dar-
gestellt ist die Entwicklung des Feldes eines LG01-Bu¨ndels mit einem r-Wirbel (A-D), einem
tanh-Wirbel mit rc = 1mm (a-d) und einem tanh-Wirbel mit rc = 0,001mm (α − δ). Die
Entfernungen sind z =0, 250, 1000 und 2000mm, die Bu¨ndelparameter sind w0 = 0,388mm
und a = 1,2w0. An den Schnittpunkte der roten und blauen Nulllinien sind Nullstellen des
Feldes und damit Wirbel. In (A), (a) und (α) liegen auf der Nulllinie des LG-Bu¨ndels ein
roter und ein blauer Kreis genau aufeinander, weshalb der blaue Kreis nicht zu sehen ist.
a = 1,2w0 aus dem Zentrum verschoben, befindet sich also auf dem hellen Ring des
LG-Bu¨ndels. In Kapitel 1.4.1 zeigt Abb. 1.35 fu¨r genau diese Konfiguration eine drei-
dimensionalen Darstellung der Wirbellinien. Die Propagationsentfernungen sind von
links nach rechts z = 0, 250, 1000 und 2000mm. Den Bildern sind, um die Nullstellen
der Intensita¨t und damit die Position der Wirbel erkennen zu ko¨nnen, die Nulllinien
von Real- und Imagina¨rteil des Feldes in rot und blau u¨berlagert. An den Schnittpunk-
ten von roten und blauen Linien ist eine Nullstelle des Feldes und damit ein Wirbel. Die
Bildausschnitte sind auf 5w(z) normiert, d.h. die Kantenla¨nge der Bilder ist von links
nach rechts 1,9mm, 2,0mm, 3,2mm und 5,5mm. Die Feldverteilung des r-Wirbels ist
analytisch berechnet, die der tanh-Wirbel numerisch. Deshalb treten an den Ra¨ndern
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der Bilder a bis d und α bis δ viele verschlungene rote und blaue Linien als numerische
Artefakte auf.
Durch den r-Wirbel wird die Versetzungsfla¨che des Hintergrundbu¨ndels (in Abb. 1.39
als roter Kreis erkennbar, unter dem jedoch noch ein verdeckter blauer Kreis liegt)
zersto¨rt und in eine zusa¨tzliche Wirbellinie aufgelo¨st, die die transversalen Ebenen in
zwei Punkten schneidet. Dadurch entstehen zwei
”
Wirbel‘’ entgegengesetzter Ladung,
die in den Bildern B bis D zu sehen sind. Einer dieser neuen Wirbel (er hat diesel-
be topologische Ladung wie der zusa¨tzlich eingesetzte)
”
wandert“ zum Zentrum des
Bu¨ndels.
Im Vergleich dazu zeigt die Propagation des großen tanh-Wirbels in (a-d) bis auf kleine-
re numerische Artefakte am Rand (Entstehen von roten und blauen Linien an Stellen,
an denen die Intensita¨t fast Null ist) kaum Unterschiede. Dies ist unabha¨ngig von der
Wahl der Verschiebung a.
Verkleinert man jedoch den Wirbelkern des tanh-Wirbels auf rc = 0,001mm, sodass er
na¨herungsweise einem Punktwirbel gleicht, a¨ndert sich das Ergebnis drastisch (α− δ):
Zwar ist es immer noch so, dass je nach Wahl von a der urspru¨ngliche Wirbel oder
einer der neu entstandenen zum Zentrum des Bu¨ndels wandert, doch wird die Verset-
zungslinie des Hintergrundbu¨ndels in der x-y-Ebene anders zersto¨rt (siehe (β)).
Im Gegensatz zu Wirbeln mit großen Kernen ist hier die Verschiebung der Nullstellen
von Real- und Imagina¨rteil der fru¨heren Nulllinie gegeneinander in bestimmten Be-
reichen geringer, sodass die beiden Nulllinien aufgrund der numerischen Auflo¨sung an
manchen Stellen nicht getrennt werden ko¨nnen. An diesen Stellen bleibt die Verset-
zungsfla¨che na¨herungsweise erhalten.
Außerdem entstehen hier wie vorhergesagt je nach Entfernung z mehr als nur 2p, d.h.
in diesem Fall 2 neue Wirbel, wie bei genauerem Betrachten der Bilder zu erkennen ist.
Bei z = 250mm (β) sind z. B. sechs oder sieben Wirbel vorhanden. Einige dieser Wir-
bel entstehen durch lokale Verschlingungen der Nulllinien von Real- und Imagina¨rteil,
deren Ursache die Sto¨rungen sind, die bei der Beugung des Wirbelkernes wellenfo¨rmig
u¨ber das Bild laufen (β).
Ersetzt man den tanh-Wirbel mit kleinem rc durch einen fast perfekten Punktwirbel, so
beobachtet man keinen Unterschied zwischen der Entwicklung der beiden Wirbel. Der
Verlauf der Nulllinien von Real- und Imagina¨rteil ist identisch, und es treten die selben
Beugungserscheinungen und dadurch zusa¨tzliche Wirbel auf. Daraus folgt, dass die Un-
terschiede im Propagationsverhalten zwischen r-, tanh-, und Punktwirbeln ein Resultat
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der unterschiedlichen
”
Gro¨ße“ und Steilheit der Kerne ist und damit hauptsa¨chlich auf
der unterschiedlichen Beugung dieser Wirbel beruht.
Das Verhalten von Wirbeln mit kleinem und großem Kern ist aufgrund der obigen
Unterschiede nur eingeschra¨nkt vergleichbar, denn die Wirbellinien des urspru¨nglichen
Wirbels und des Wirbels, der zum Zentrum wandert, sind zwar a¨hnlich, doch entstehen
je nach Gro¨ße des Wirbelkerns unterschiedlich viele zusa¨tzliche Wirbellinien.
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1.4.4 Erweiterung des fluiddynamischen Modells
Die bisherigen Rechnungen haben gezeigt, dass im Feld eines LGlp-Bu¨ndels mit zusa¨tz-
lichem off-Axis Wirbel aus den gesto¨rten entarteten Versetzungsfla¨chen neue Wirbel
entstehen. Sie liefern aber keine Erkla¨rung fu¨r die Tatsache, dass in der senkrechten
Projektion in normierten Koordinaten einer dieser sich wie z. B. in Abb. 1.38 (b) fu¨r
große z dem Zentrum anna¨hert. Diese Anna¨herung steht ja ganz im Gegensatz zu dem
Verhalten der anderen Wirbel, die sich auf Kreisbo¨gen bewegen und sich damit gema¨ß
dem fluiddynamischen Modell und den Rechnungen fu¨r einen einzelnen Wirbel in ei-
nem Gauß-Hintergrundbu¨ndel verhalten (siehe Kapitel 1.3.4 und 1.3.2).
Das fluiddynamische Modell fu¨hrt ja die Bewegung eines Wirbels in einem hinrei-
chend glatten Hintergrundbu¨ndel auf den negativen Gradienten der Phase und den
(um 90◦ gedrehten) Gradienten der Intensita¨t des Hintergrundbu¨ndels (ohne den Wir-
bel) zuru¨ck. Nun ist aber ein LG-Bu¨ndel ho¨herer Ordnung aufgrund der vorhandenen
entarteten Phasensingularita¨ten kein hinreichend glattes Hintergrundfeld, auf das die-
ses Modell angewendet werden kann. Tatsa¨chlich ist der Gradient der Phase (wie auch
die Phase selbst) an den Stellen der Phasenspru¨nge um pi nicht definiert, existiert aber
an jeder anderen Stelle des Bu¨ndels.
Betrachtet man die Phasenfla¨chen eines LG0p-Bu¨ndels an einer beliebigen Stelle außer-
halb der Strahltaille, so sieht man, dass diese wie bei jeder Gauß-Mode (vergleiche Ka-
pitel 1.1.2, Abbildung 1.19) gema¨ß dem Term e−ikr
2/2Rk(z) (Gleichung (1.10)) an jedem
Punkt außer an den Sprungstellen dieselbe z-abha¨ngige Kru¨mmung mit Kru¨mmungs-
radius Rk(z) = (z
2 + z2R)/z (Gleichung (1.13)) besitzt. Der Gradient der Phase zeigt
daher an jedem Punkt außerhalb der Sprungstellen nach innen, der negative Phasen-
gradient zeigt also u¨berall nach aussen. Soweit wu¨rde die Anwendung des Modells aus
Kapitel 1.3.4 im Widerspruch zu den in den Kapiteln 1.4.1 und 1.4.2 durchgefu¨hrten
Rechnungen stehen, da nach den obigen U¨berlegungen unter den Voraussetzungen des
fluiddynamischen Modells Wirbel auch in Laguerre-Gauß-Bu¨ndeln ho¨herer Ordnung
immer zur Strahlperipherie laufen sollten.
Im Gegensatz zu einemWirbel in einem Gauß-Bu¨ndel werden aber in einem LG-Bu¨ndel
ho¨herer Ordnung durch einen zusa¨tzlichen Wirbel die instabilen Versetzungsfla¨chen
gesto¨rt und damit die Phase und Intensita¨t des Hintergrundbu¨ndels entscheidend und
irreversibel vera¨ndert. Zusa¨tzlich ist diese A¨nderung auch noch fu¨r verschiedene z un-
terschiedlich, daher ist es falsch, fu¨r die Anwendung des fluiddynamischen Modells die
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Phasen- und Intensita¨tsgradienten des ungesto¨rten Bu¨ndels heranzuziehen.
Die richtige Vorgehensweise ist die folgende: Man berechnet das Feld eines LG-Bu¨ndels
mit r-Wirbel bei einer beliebigen Entfernung z. Hier sucht man die aktuellen Koordi-
naten des Wirbels und dividiert das Feld durch einen r-Wirbel gleicher Ladung an
derselben Stelle. Dadurch wird der Wirbel aus dem Feld entfernt. Man erha¨lt in guter
Na¨herung das Feld des durch den Wirbel gesto¨rten Hintergrundbu¨ndels, aber ohne den
Wirbel. Nach dem Modell in Kapitel 1.3.4 bestimmt das verbleibende Hintergrundfeld
die Bewegung des Wirbels, wobei eine gewisse Ungenauigkeit darin liegt, dass man
durch das Feld eines kanonischen r-Wirbels teilt, obwohl fu¨r dieses spezielle z der so
entfernte Wirbel nicht unbedingt exakt diese Form hat.
In Abbildung 1.40 sind die entsprechenden Bilder zu dieser Rechnung am Beispiel eines
r-Wirbels am Rande des zentralen Maximums (a = 0,4 ·w0) eines LG01-Bu¨ndels gezeigt.
Die gezeigten Strahlquerschnitte sind fu¨r z = 20 cm berechnet. Die erste Spalte zeigt
die Intensita¨tsverteilung (a) und den negativen Phasengradienten (d) eines ungesto¨rten
LG01-Bu¨ndels. In Abb. (d) zeigt der u¨berlagerte orangefarbene Kreis die Stelle der Ver-
setzungsfla¨che des Bu¨ndels.
Die zweite Spalte zeigt Intensita¨t (b) und Phasengradient (e) desselben Bu¨ndels mit
einem off-Axis r-Wirbel. Den Bildern sind wieder die Nullstellen von Real- und Ima-
gina¨rteil des Feldes u¨berlagert, um die Position des Wirbels zu verdeutlichen. Die Phase
des Wirbels beeinflusst den Phasengradienten des ganzen Bu¨ndels, sodass dieser die
typische Wirbelstruktur zeigt.
In der dritten Spalte wurde aus diesem Feld wie oben beschrieben der Wirbel entfernt,
die Stelle des entfernten Wirbels ist mit einem gru¨nen Kreuz gekennzeichnet. In der
Intensita¨tsverteilung (c) ist die typische Form des LG01-Bu¨ndel noch wiederzuerkennen,
jedoch ist der fru¨here Nullring keine echte Nullstelle mehr, außerdem ist das Bu¨ndel
nicht mehr exakt rotationssymmetrisch. Der negative Phasengradient dieses bereinigten
Hintergrundbu¨ndels (f) zeigt nun im Außenbereich immer noch zur Strahlperipherie,
an der Stelle des Wirbels und im gesamten zentralen Maximum zeigt er aber nach
innen. Der negative Phasengradient hat also im zentralen Maximum des Bu¨ndels im
Vergleich zu einem ungesto¨rten LG01-Bu¨ndel seine Richtung umgedreht.
Wendet man darauf nun das Modell aus Kapitel 1.3.4 an, so wird klar, warum die
Wirbellinie zum Zentrum la¨uft: der negative Phasengradient zeigt an jedem Punkt des
zentralen Maximums nach innen.
Nebenbei sei bemerkt, dass es kein Zufall ist, dass die Pfeile des negativen Phasengra-
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Abbildung 1.40: Erste Spalte: Intensita¨tsverteilung (a) und negativer Phasengradient (d)
eines ungesto¨rten LG01-Bu¨ndels mit w0 = 0,388mm. In Abb. (d) deutet der orangefarbene
Kreis die Lage des Nullrings an. Zweite Spalte: off-Axis r-Wirbel (a = 0,4w0) in einem LG01-
Bu¨ndel bei z = 20 cm. Abb. (b) zeigt die Intensita¨tsverteilung mit den u¨berlagerten Nulllinien
von Real- und Imagina¨rteil des Feldes. Abb. (e) zeigt den negativen Phasengradienten des
Bu¨ndels, der die typische Wirbelstruktur aufweist. Dritte Spalte: Dieselben Bilder wie (b) und
(e), allerdings sind hier Phase und Kernfunktion des Wirbels nachtra¨glich herausgerechnet.
Das gru¨ne Kreuz deutet den Ort an, an dem der Wirbels vorher war. Der Phasengradient (f)
zeigt nun erstaunlicherweise im Innenbereich des Bu¨ndels an jedem Punkt nach innen.
dienten in Abbildung 1.40 (e) u¨berall nahezu senkrecht auf den Nulllinien von Real-
und Imagina¨rteil stehen. Der Grund dafu¨r ist, dass der Gradient einer Funktion im-
mer senkrecht auf den Fla¨chen (bzw. in zwei Dimensionen auf den Linien) konstanter
Funktionswerte steht (siehe [28], S.566). Linien konstanter Phase sind aber z. B. die
Linien, auf denen der Real- oder Imagina¨rteil der Funktion verschwinden.
Abb. 1.41 zeigt die Gu¨ltigkeit des Modells. Fu¨r diese Abbildung wurden mit der
Methode der Ausbreitung des Winkelspektrums die Wirbellinien berechnet, die entste-
hen, wenn ein r-Wirbel off-Axis in ein LG01-Bu¨ndel gesetzt wird. Das Bu¨ndel hat die
Parameter w0 = 0,388mm und a = 0,4w0. In Abb. 1.41 (a) sind die Projektionen der
Wirbellinien in die x-y-Ebene gezeigt (absolute Koordinaten). Fu¨r die innerste Wirbel-
linie (rot) wurde an jedem Punkt z der Wirbel nach der oben beschriebenen Methode
entfernt und die Gradienten von Intensita¨t und Phase des resultierenden Feldes in der
Nachbarschaft des (entfernten) Wirbels durch Mittelung auf einem Kreis um den Wir-
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Abbildung 1.41: Wirbel in einem LG01-Bu¨ndel mit w0 = 0,388mm und a = 0,4w0. Abb.
(a) zeigt die Projektionen der Wirbellinien in absoluten Koordinaten. Auf den Wirbel, der
in der normierten Darstellung zum Zentrum la¨uft (rote Linie), wurde in (b) das im Text
besprochene Modell angewendet. Der negative Gradient der Phase (rote Pfeile) und der um
90◦ gedrehte Gradient der Intensita¨t (blaue Pfeile) werden gema¨ß Kapitel 1.3.4 Gleichung
(1.36) zu einer resultierenden
”
Kraft“ (gru¨ne Pfeile) addiert. Die resultierende
”
Kraft“ ist an
jedem Punkt (A bis D) tangential zur Wirbellinie, was die Anwendbarkeit des Modells auf
diesen Fall beweist.
bel berechnet.
Mit der Gleichung
dra(z)
dz
= (−∇⊥φb + m
2
C∇˜⊥ ln Ib)|r=ra(z) (1.41)
aus Kapitel 1.3.4 wurde daraus ein Vektor berechnet, der wie eine
”
Kraft“ die
”
Bewe-
gungsrichtung“ des Wirbels angibt. Der feste Parameter C wurde dabei so angepasst,
dass die resultierenden Vektoren u¨berall Tangenten an die Trajektorie des Wirbels bil-
den. Der damit erhaltene Wert fu¨r C ist C = 1,1. In Abb. 1.41 (b) wurden die negativen
Gradienten der Phase −∇⊥φb (rote Pfeile) und die um 90◦ gedrehten Gradienten der
Intensita¨t ∇˜⊥ ln Ib (blaue Pfeile) des Hintergrundbu¨ndels zusammen mit ihrer Vektor-
summe, der resultierenden
”
Kraft“ (gru¨ne Pfeile) an den entsprechenden Punkte der
projezierten Wirbellinie eingezeichnet. Der U¨bersichtlichkeit halber wurden die Vek-
toren nur an den Punkten A bis D gezeichnet, berechnet wurden sie jedoch alle. Die
resultierende
”
Kraft“ zeigt u¨berall tangential an die Wirbellinie, was den Beweis fu¨r
die Gu¨ltigkeit des Modells liefert. Fu¨r kleine z (Punkt A, z = 5 cm und B, z = 25 cm)
ist ein starker, zum Zentrum weisender Phasengradient vorhanden, der die Wirbel-
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linie nach innen abbiegen la¨sst. Fu¨r gro¨ßere z (Punkt C und D bei z = 180 cm und
z = 500 cm) zeigt zwar die resultierende Kraft nicht mehr zum Zentrum des Bu¨ndels,
ist aber so klein geworden, dass die
”
Bewegungsgeschwindigkeit“ des Wirbels kleiner
als die beugungsbedingte laterale Ausdehnung des Bu¨ndels ist und die Wirbellinie in
absoluten Koordinaten im Zentrum zu bleiben scheint. In auf w(z) normierten Koor-
dinaten la¨uft der Wirbel daher zum Zentrum des Bu¨ndels.
Die Trajektorie der Wirbel, die spa¨ter aus der aufgelo¨sten Versetzungsfla¨che entstehen
(in Abb. 1.41 (a) die gru¨nen Linien), befindet sich im Außenbereich des Bu¨ndels und
findet dort einen negative Phasengradienten vor, der an jedem Punkt in Richtung der
Strahlperipherie zeigt. Diese Trajektorien verlaufen daher in relativen Koordinaten wie
in einem Gauß-Bu¨ndel nicht in Richtung des Zentrums. Da die Linien gleicher Inten-
sita¨t bei einem LG-Bu¨ndel in guter Na¨herung denen eines Gauß-Bu¨ndels gleichen, ist
die azimuthale Komponente der Wirbelbewegung im Außenbereich eines LG-Bu¨ndels
a¨hnlich der in einem Gauß-Bu¨ndel, die Trajektorien der Wirbel sind also in relativen
Koordinaten zwei Viertelkreise.
Diese Modell gilt mit Sicherheit auch fu¨r die Form von Wirbellinien in anderen Hin-
tergrundbu¨ndeln mit entarteten Versetzungsfla¨chen wie z. B. Hermite-Gauß-Moden.
1.4.5 Dekomposition in Laguerre-Gauß-Moden
Wie in Kapitel 1.1.2 erwa¨hnt, bilden die Laguerre-Gauß-Bu¨ndel eine vollsta¨ndige Fa-
milie von Lo¨sungen der Wellengleichung in zylindrischen Polarkoordinaten, also eine
orthonormierte Basis, aus der sich jedes Lichtfeld, das die Wellengleichung lo¨st, kon-
struieren la¨sst. Fu¨r die Modenfamilie der Hermite-Gauß- und Ince-Gauß-Moden gilt
dasselbe.
Die Idee ist, das Feld eines LGnq -Bu¨ndels in der Strahltaille mit einem oder mehreren off-
Axis Wirbeln als Superposition von verschiedenen LGlp-Bu¨ndeln derselben Familie ohne
off-Axis Wirbel darzustellen. Dieses Prinzip wa¨re a¨hnlich einer Fourier-Entwicklung des
Feldes, jedoch mit Laguerre-Bu¨ndeln als Basisfunktionen anstelle von ebenen Wellen,
wie dies bei einer Fourier-Transformation der Fall ist. Die Vorteile sind a¨hnlich denen
einer Fourier-Transformation, d.h. dadurch, dass die z-Abha¨ngigkeit der Basisfunktio-
nen explizit gegeben ist, kann das Feld an jeder Stelle ohne weitere Rechnung angegeben
werden. Außerdem kann mit dem ABCD-Propagator fu¨r Gauß-Bu¨ndel (siehe [18]), der
natu¨rlich auch fu¨r ho¨here Gauß-Moden gilt, der Durchgang eines LGnq -Bu¨ndels mit
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off-Axis Wirbeln durch ein System von beliebigen optischen Elementen analytisch be-
rechnet werden.
Jede Funktion f(r, φ, z) kann als eine Reihe von Laguerre-Funktionen LGlp mit passen-
den Koeffizienten Alp dargestellt werden:
f(r, φ, z) =
∑
l,p
AlpLG
l
p(r, φ, z). (1.42)
Die Koeffizienten Alp dieser Reihe sind durch die Skalarprodukte der Funktion f(r, φ, z)
mit der jeweiligen Basisfunktion LGlp am Punkt z = z0 gegeben:
Alp = 〈f(r, φ, z0), LGlp(r, φ, z0)〉 =
∫ ∞
0
∫ 2pi
0
f ∗(r, φ, z0)LGlp(r, φ, z0)rdrdφ. (1.43)
Dieses Integral kann natu¨rlich keineswegs immer analytisch gelo¨st werden, außerdem
wird im Allgemeinen die Reihe (1.42) eine Unendliche sein.
Fu¨r einen off-Axis Wirbel der Ladung m in einem LGnq -Bu¨ndel gibt es jedoch eine
analytische Lo¨sung, und fu¨r den Spezialfall eines on-Axis Wirbels der Ladung m in
einem LG0q-Bu¨ndel (das ist der hier interessante) sogar eine sehr elegante: Das Feld ist
bei z = z0 (dem Punkt der Entwicklung):
(x+ iy)mLG0q(r, φ, z0) = r
meimφLG0q(r, φ, z0). (1.44)
Die Koeffizienten Alp sind dann:
Alp = 〈rmeimφLG0q(r, φ, z0), LGlp(r, φ, z0)〉
=
∫ ∞
0
∫ 2pi
0
(rmeimφLG0q(r, φ, z0))
∗LGlp(r, φ, z0)rdrdφ
=
C0qC
l
p
w2(z0)
eiψ(z0)(2(q−p)−l ×
×
∫ 2pi
0
dφeiφ(l−m)
∫ ∞
0
drr(m+1)(
2r2
w2(z0)
)
l
2 e
− 2r2
w2(z0)Llp(
2r2
w2(z0)
)L0q(
2r2
w2(z0)
)
mit der Definition der Laguerre-Gauß-Bu¨ndel aus Kapitel 1.1.2, Gleichung 1.10 und
dem Phasenterm ψ(z) := arctan(z/zR). Die Integration u¨ber φ liefert 2pi, wenn m = l
gilt, ansonsten null. Es sind also nur die Amp ungleich null.
Die Integration u¨ber r la¨sst sich durch die Substitution η := 2r2/w2(z0) etwas verein-
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fachen, das Ergebnis dieses Integrals ist tabelliert [41]:
Alp =
pi
2
C0qC
m
p (
w2(z0)
2
)
l
2 eiψ(z0)(2(q−p)−m)
∫ ∞
0
dηe−ηηmL0q(η)L
m
p (η)
=
pi
2
C0qC
m
p (
w2(z0)
2
)
l
2 eiψ(z0)(2(q−p)−m)(−1)q+pm!
(
m+ p
q
)(
q
p
)
.
Setzt man die Definition fu¨r die Cmp (Gleichung 1.11, Kapitel 1.1.2) ein, so erha¨lt man:
Alp =

(w
2(z0)
2
)
l
2 eiψ(z0)(2(q−p)−m)(−1)q+p m!(m+p)!
(m+p−q)!p!(q−p)!
√
p!
(m+p)!
mit
p ≤ q ≤ m+ p
l = m
0 sonst.
(1.45)
Die Bedingungen fu¨r p, q und m ergeben sich aus der Tatsache, dass die Fakulta¨t einer
negativen Zahl als Unendlich definiert ist. Aus diesen Bedingungen folgt auch, dass die
Reihe in (1.42) aus nur endlich vielen Gliedern besteht und damit konvergiert.
Fu¨r einen Wirbel der Ladung m = 1 in einem LG0q-Bu¨ndel sind nur noch fu¨r die
Koeffizienten mit p = q − 1 und p = q die Bedingungen erfu¨llt, die Reihe besteht also
nur noch aus zwei Gliedern.
Wegen x− a+ iy = reiφ− a la¨sst sich damit auch die Zerlegung eines off-Axis Wirbels
mit Ladung 1 in einem Laguerre-Bu¨ndel bestimmen. So erha¨lt man beispielsweise fu¨r
ein LG01-Bu¨ndel:
(x− a+ iy)LG01(r, φ, z) = −
w0√
2
LG10(r, φ, z) + w0LG
1
1(r, φ, z)− aLG01(r, φ, z). (1.46)
Diese Ergebnisse scheinen auf den ersten Blick verwirrend: Wie kann ein Feld, das
keine Rotationssymmetrie besitzt, durch eine konzentrische U¨berlagerung von drei ro-
tationssymmetrischen Feldern dargestellt werden? Auf den zweiten Blick verschwindet
jedoch der Widerspruch, denn die beteiligten drei Felder sind nur in der Intensita¨t,
nicht jedoch in der Phase rotationssymmetrisch.
Betrachtet man die an der U¨berlagerung beteiligten Felder (siehe Kapitel 1.1.2, Glei-
chung 1.10), so wird deutlich, wodurch die komplette Dynamik der Entwicklung des
Wirbelfeldes bestimmt ist: Der einzige z-abha¨ngige Anteil, der nicht fu¨r alle Laguerre-
Moden gleich ist, ist die Gouy-Phase e
i(2p+l+1) arctan( z
zR
)
(Kapitel 1.1.2, Gleichung (1.14)),
die von der Ordnung der beteiligten Moden abha¨ngt. Fu¨r die an der U¨berlagerung be-
teiligten Moden LG0q, LG
1
q−1 und LG
1
q sind die Gouy-Phasen 2q arctan(z/zR), (2q +
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1) arctan(z/zR) und (2q + 2) arctan(z/zR), die Phasenunterschiede sind also genau
arctan(z/zR).
Im Vergleich mit dem Beispiel eines Wirbel in einem LG00-Bu¨ndel (siehe Kapitel 1.3.2)
sieht man, dass dies genau der dort erhaltene Winkel der Wirbellinie zur z-Achse ist.
Diese Art der Zerlegung sollte auch mit Hermite-Gauß-Moden und Ince-Gauß-Moden
als Basisfunktionen funktionieren, jedoch sind Laguerre-Moden an die Symmetrie des
Problems besser angepasst.
1.5 Wirbel in Laguerre-Gauß-Bu¨ndeln - Messun-
gen
1.5.1 Wirbel mit Ladung 1 in LG01-Bu¨ndeln - Experimentelle
Ergebnisse
Um die rechnerischen Vorhersagen zu verifizieren, wurden auch Experimente mit Wir-
beln in Laguerre-Gauß-Bu¨ndeln durchgefu¨hrt [37, 38]. Der dabei verwendete Aufbau ist
wie in Kapitel 1.2 beschrieben: Ein aufgeweiteter HeNe-Laser beleuchtet ein Phasengit-
ter, das ein LG-Bu¨ndel passender Ordnung mit einem zusa¨tzlichen optischen Wirbel
außerhalb des Zentrums erzeugt. Die Intensita¨t des Bu¨ndels wird an verschiedenen
Stellen auf der optischen Achse mit einer verschiebbaren CCD-Kamera aufgenommen
und anschließend mit den gerechneten Intensita¨tsverteilungen verglichen. Die U¨ber-
einstimmung ist dabei so gut, dass auf Interferenzexperimente zur Messung der Pha-
senverteilung des Bu¨ndels verzichtet werden kann. Außerdem liegen die zu messenden
Wirbel in den Laguerre-Gauß-Bu¨ndeln alle an Stellen niedriger Intensita¨t und in der
Na¨he ehemaliger Versetzungsfla¨chen, sodass sie mit einem Interferenzexperiment kaum
zu identifizieren sind.
Da in diesem Kapitel das Hauptaugenmerk auf den experimentell ermittelten zweidi-
mensionalen Intensita¨tsverteilungen liegt, in denen die Schnittpunkte der Wirbellinien
mit den zur Ausbreitungsrichtung transversalen x-y-Ebenen als Nullstellen der Inten-
sita¨t auftreten, u¨berwiegt in diesem Kapitel die Beschreibung der Vorga¨nge in einer
zweidimensionalen Sichtweise, in der sich
”
Wirbel“ im Hintergrundbu¨ndel
”
bewegen“.
Gemeint ist damit natu¨rlich immer, dass sich bei einer A¨nderung von z der Schnitt-
punkt der stationa¨ren Wirbellinie mit der x-y-Ebene a¨ndert.
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LG01-Bu¨ndel mit einem Wirbel innerhalb der Nulllinie des Hintergrund-
bu¨ndels (a = 0,6w0)
Einen Ausschnitt aus der experimentell gemessenen Propagation eines kleinen tanh-
Wirbels zeigt Abb. 1.42. Das verwendete LG01-Bu¨ndel hat einen Strahlradius w0 =
0,388mm (und damit eine Rayleigh-Reichweite von 75 cm), der Wirbel befindet sich bei
z = 0 gerade innerhalb der Versetzungslinie des Hintergrundbu¨ndels, also a = 0,6w0.
In der ersten Reihe (Bilder A bis D) sind die experimentell gemessenen Intensita¨tsver-
A B C D E
a b c d e
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Abbildung 1.42: Experimentelle Aufnahmen eines kleinen tanh-Wirbels in einem LG01-
Bu¨ndel (w0 = 0,388). Der Wirbel ist zu Beginn gerade innerhalb der Versetzungslinie, al-
so ungefa¨hr a = 0,6w0, und ist deswegen schlecht zu sehen. Die Entfernungen sind: 0 cm
(Bild A), 30 cm (Bild B), 45 cm (Bild C) und 75 cm (Bild D). Bild E zeigt das Fernfeld des
Bu¨ndels. In der zweiten und dritten Reihe sind zum Vergleich gerechnete Bilder eines kleinen
tanh-Wirbels (a-e) und eines r-Wirbels (α− ²) abgebildet.
teilungen als Graustufenplot (hell = hohe Intensita¨t) aufgetragen, die Propagations-
entfernung z ist dabei von links nach rechts 0 cm, 30 cm, 45 cm und 70 cm. Bild E zeigt
das Fernfeld des Bu¨ndels, das in der Brennebene einer Linse aufgenommen wurde.
Die zweite und dritte Reihe zeigen fu¨r die gleichen Entfernungen gerechnete Inten-
sita¨tsverteilungen eines kleinen tanh-Wirbels (a-e) und eines r-Wirbels (α − ²). Den
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gerechneten Bildern sind wieder die Nulllinien von Real- und Imagina¨rteil des Feldes
u¨berlagert, um die Position der Wirbel exakt bestimmen zu ko¨nnen.
Der Vergleich der gerechneten und gemessenen Bilder zeigt im Intensita¨tsbild kei-
ne deutlichen Unterschiede. Man kann sowohl an den gerechneten Bildern als auch
an den gemessenen Aufnahmen sehen, dass der dunkle Versetzungsring des Hinter-
grundbu¨ndels in A, a, und α zersto¨rt wird, wodurch sich eine helle Spirale ausbildet.
Schon bei einer Entfernung von 60 cm (Bilder C, c und γ) taucht der Wirbel im zentra-
len Maximum des LG-Bu¨ndels auf, wo er auch im Fernfeld (E, e und ²) noch zu finden
ist. Im Bild D (bzw. d und δ) ist der Wirbel im Zentrum schon deutlich ausgepra¨gt.
Die im Kapitel 1.4.1 vorhergesagten zusa¨tzlichen Wirbel erscheinen fu¨r diese Wahl von
a erst fu¨r so große z, dass sie hier nicht mehr erfasst sind. Im Fernfeld des r-Wirbels
(Bild ²) sind die zusa¨tzlichen zwei Wirbel sichtbar, sie liegen zusammen mit dem ins
Zentrum gewanderten urspru¨nglichen Wirbel auf der y-Achse. Im Fernfeld des tanh-
Wirbels (Bild e) sind sogar vier Wirbel vorhanden, von denen aber alle außer einem
in einem Bereich des Bu¨ndels auftreten, an dem die Intensita¨t schon sehr niedrig ist.
Auch hier liegen alle Wirbel auf einer Linie, der y-Achse.
LG01-Bu¨ndel mit einem Wirbel außerhalb der Versetzungsfla¨che (a = 1,2w0)
Abbildung 1.43 zeigt wie oben experimentelle und gerechnete Bilder eines kleinen tanh-
Wirbels in einem LG01-Bu¨ndel mit w0 = 0,388mm und a = 1,2w0. In Bild A ist der
Wirbel zu Beginn auf dem hellen Ring. Nach 60 cm (Bild C) ist der Versetzungsring
deutlich zersto¨rt, in den gerechneten Bildern (c und γ) liegen die Nulllinien von Real-
und Imagina¨rteil nach 60 cm nur noch fu¨r den tanh-Wirbel (c) nahe beieinander, im
Feld des r-Wirbels (γ) dagegen ist die Nullstelle bereits u¨berall deutlich aufgehoben.
Aus dem zersto¨rten Versetzungsring haben sich neue Wirbel entwickelt, im Fall des
r-Wirbels sind dies zwei, von denen einer bereits in der Na¨he des Zentrums liegt (Bild
γ). Im Fall des tanh-Wirbels sind mehr als nur zwei neue Wirbel entstanden (die rote
und blaue Linie umschlingen sich einige Male), von denen aber nur der am na¨chsten
zum Zentrum gelegene deutlich ausgepra¨gt und kanonisch ist (Bild c und d). Bei kano-
nischen Wirbeln ist die Phasena¨nderung pro Grad Umlauf konstant und die Nulllinien
von Real- und Imagina¨rteil schneiden sich daher unter 90◦.
Die beiden neu entstandenen Wirbel in Bild c und γ haben entgegengesetzte Ladungen
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+1 und -1, wie man an der unterschiedlichen Kru¨mmungsrichtung der Nulllinien und
ihrer Anzahl sieht (bei einem Wirbel mit Ladung +2 mu¨ssten sich je zwei blaue und
rote Linien schneiden), wodurch die Gesamtladung des Bu¨ndels erhalten bleibt.
In Bild D (90 cm) ist bereits ein Ende des inneren dunklen Rings deutlich vom Rest
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Abbildung 1.43: Experimentelle Aufnahmen eines kleinen tanh-Wirbels in einem LG01-
Bu¨ndel (w0 = 0,388). Der Wirbel ist zu Beginn mit a = 1,2w0 auf dem hellen Ring und
damit außerhalb des Versetzungsrings des Bu¨ndels. Die Entfernungen sind: 0 cm (Bild A),
30 cm (Bild B), 60 cm (Bild C) und 90 cm (Bild D). Bild E zeigt das Fernfeld des Bu¨ndels.
In der zweiten und dritten Reihe sind zum Vergleich gerechnete Bilder eines kleinen tanh-
Wirbels (a-e) und eines r-Wirbels (α− ²) abgebildet.
abgetrennt und der helle Ring hat sich in eine Spirale verwandelt, das Bild a¨hnelt
deutlich den gerechneten Bildern fu¨r den r-Wirbel und den tanh-Wirbel (c und γ). Im
Fall des tanh-Wirbels sind hier alleine im Innenteil des Bu¨ndels in Bild d fu¨nf Wirbel
zweifelsfrei zu identifizieren, im Außenbereich ko¨nnen die vielen U¨berschneidungen der
roten und blauen Linien auch ein Resultat der Numerik sein.
In Bild D (90 cm) ist der Wirbel nahe des Zentrums stark ausgepra¨gt. Typisch fu¨r ein
Laguerre-Gauß-Bu¨ndel niedriger Ordnung ist auch, dass die dunkle Spirale der auf-
gelo¨sten Versetzungsfla¨che nicht vollsta¨ndig ausgebildet, sondern von helleren Stellen
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unterbrochen ist (Bild D). In Bild E ist das Fernfeld des Strahls zu sehen, auch hier
sind die Unterschiede im Intensita¨tsbild zu dem eines LG01-Bu¨ndels mit einem r-Wirbel
oder einem tanh-Wirbel gering. Dieses Fernfeld ist im Vergleich zu Abb. 1.42 (e bis
²) unsymmetrischer, was auf die sta¨rkere Unsymmetrie des Feldes bei z = 0 zuru¨ck-
zufu¨hren ist.
1.5.2 Wirbel mit Ladung m = 1 in LG-Bu¨ndeln ho¨herer
radialer Ordnung - Experimentelle Ergebnisse
Ebenso wie in den gerechneten Fa¨llen in Kapitel 1.4.2 wurden auch Experimente mit
Laguerre-Gauß-Bu¨ndeln ho¨herer Ordnung durchgefu¨hrt [38]. Der verwendete Aufbau
war derselbe wie in Kapitel 1.5.1, es wurden nur Gitter zur Erzeugung von ho¨heren
Laguerre-Moden verwendet.
Abb. 1.44 zeigt die Ergebnisse fu¨r ein Laguerre-Gauß-Bu¨ndel der Ordnung p = 2. Das
Abbildung 1.44: Experimentelle (Bild A-E) und gerechnete (Bild a-e) Aufnahmen eines tanh-
Wirbels in einem LG02-Bu¨ndel mit w0 = 0,343mm, der sich zu Beginn auf dem ersten hellen
Ring des Bu¨ndels befindet (das entspricht a = 0,9w0). Die Bilder sind bei den Entfernungen
0 cm (A), 25 cm (B), 35 cm (C), 45 cm (D) und dem Fernfeld (E).
Bu¨ndel hatte einen Strahlradius von w0 = 0,343mm, der tanh-Wirbel befand sich bei
z = 0 auf dem ersten hellen Ring des Hintergrundbu¨ndels, das entspricht ungefa¨hr
a = 0,9w0. Die Bilder A bis E zeigen die experimentell gemessenen Intensita¨tsvertei-
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lungen bei z = 0 cm (A), 25 cm (B), 35 cm (C), 45 cm (D) und das Fernfeld des Bu¨ndels,
das in der Brennebene einer Linse gemessen wurde (E). Zum Vergleich zeigen die Bilder
1.44 (a) bis (e) berechnete Intensita¨tsverteilungen.
Die wa¨hrend der Propagation des Bu¨ndels ablaufende Entwicklung ist analog zum Fall
p = 1: Durch den eingesetzten Wirbel werden die beiden entarteten Versetzungsringe
des Hintergrundbu¨ndels zersto¨rt (Bild B und b), im Zentrum des Bu¨ndels bildet sich
ein deutlicher Wirbel aus (Bild C und D bzw. c und d), der dort auch im Fernfeld (Bild
E und e) noch vorhanden ist.
Genau wie in den Berechnungen fu¨r den Fall eines r-Wirbels vorhergesagt (siehe 1.4.2
la¨uft also eine Trajektorien der Wirbel zum Zentrum des Bu¨ndels. Erkla¨rt werden kann
dies wieder mit dem in 1.4.4 beschriebenen Modell.
Auch fu¨r ein LG07-Bu¨ndel wie in Abb. 1.45 erha¨lt man diese Ergebnisse. Das Bu¨ndel
hat einen Strahlradius w0 = 0,48mm, eine Rayleigh-Reichweite von zR = 114 cm und
der Wirbel befand sich bei z = 0 auf dem zweiten hellen Ring (a = 0,9w0). Die Ent-
Abbildung 1.45: Experimentelle (Bild A-E)und gerechnete (Bild a-e) Aufnahmen eines tanh-
Wirbels in einem LG07-Bu¨ndel mit w0 = 0,48mm, zR = 114 cm. Der Wirbel befindet sich bei
z = 0 auf dem ersten hellen Ring, das entspricht ungefa¨hr a = 0,9w0. Hier bildet sich durch
die Auflo¨sung der 7 Versetzungsringe des Bu¨ndels ein spiralfo¨rmiges Intensita¨tsmuster, dessen
Enden wa¨hrend der Propagation des Bu¨ndels wandern. Im Zentrum des Bu¨ndels entsteht ein
neuer Wirbel. Die Entfernungen sind hier (von links nach rechts): 0 cm, 7 cm, 15 cm, 30 cm
und 70 cm.
fernungen sind hier: 0 cm (A), 7 cm (B), 15 cm (C), 30 cm (D) und 70 cm (E). Die
Bildgro¨ße ist jeweils ungefa¨hr 8w0, also ca. 3,85mm. Auch werden die Versetzungsrin-
74
1.5. Wirbel in Laguerre-Gauß-Bu¨ndeln - Messungen
ge des Hintergrundbu¨ndels beginnend an der Stelle des Wirbels aufgelo¨st (Bild B und
b), wodurch ein spiralfo¨rmiges Intensita¨tsmuster entsteht (C und D bzw. c und d), das
abwechselnd aus dunklen und hellen Ringen bestehet. Ein Ende dieser Spirale
”
wan-
dert“ immer zuerst in Richtung des Zentrums, das andere Ende zur Strahlperipherie,
wobei sich beide Enden auf einer Linie
”
bewegen“. Sobald das innere Ende der dunklen
Spirale das zentrale Maximum erreicht, wird dort ein Wirbel erkennbar (C). Das innere
Ende wandert nun weiter durch das Zentrum hindurch in Richtung der andere Seite
des Strahls, wobei die Spirale wieder an Windungszahl abnimmt (Bild E und e).
Das Hintergrundbu¨ndel hat im Fall p = 7 bereits so viele Ringe, dass im Innenbe-
reich eine gute U¨bereinstimmung mit den bei der Propagation von Bessel-Bu¨ndeln mit
Wirbel auftretenden Intensita¨tsmustern vorliegt (siehe [20]).
1.5.3 Zusammenfassung
Man kann also die auf dem Gebiet der optischen Wirbel in Laguerre-Gauß-Hinter-
grundbu¨ndeln gewonnenen Erkenntnisse folgendermaßen zusammenfassen:
LG0p-Bu¨ndel besitzen p zu Fla¨chen entartete Versetzungen. Diese sind wegen ihrer Ent-
artung instabil und zerfallen bei Sto¨rungen des Bu¨ndels in generische, nichtentartete
Wirbellinien. Dadurch, dass die Laguerre-Polynome L0p stets vom Grad 2p sind, kann
die Anzahl der Schnitte dieser Wirbellinien mit der x-y-Ebene fu¨r ein festes z ho¨chstens
2p sein.
Befindet sich ein zusa¨tzlicher Wirbel in einem Laguerre-Gauß-Bu¨ndel, so verursacht
dieser durch seine Phase und Kernfunktion eine Sto¨rung des Hintergrundbu¨ndels, die
genau diese Entfaltung der entarteten Versetzungsfla¨chen bewirkt. Je nachdem, ob der
zusa¨tzliche Wirbel ein r-Wirbel (mit einem Polynom vom Grad 1 als Kernfunktion)
oder ein tanh- oder Punktwirbel (mit transzendenten Kernfunktionen, die durch un-
endliche Reihen mit unendlich vielen Nullstellen dargestellt werden) ist, verursacht
dieser Wirbel selbst eine oder mehrere Nullstellen des Feldes an jeder Stelle z.
Insgesamt hat man also fu¨r einen r-Wirbel ho¨chstens 2p + 1, fu¨r Punkt- oder tanh-
Wirbel unbegrenzt viele Nullstellen der Feldverteilung in den transversalen x-y-Ebenen.
Da die Wirbellinien keine parallelen Geraden zur z-Achse sind, a¨ndern diese Nullstellen
bei einer A¨nderung von z ihre Lage in den transversalen Ebenen, was den Eindruck
erweckt, als wu¨rden sich Objekte in einer Flu¨ssigkeit bewegen.
Die Bewegung dieser Objekte la¨sst sich auch im Fall der LG-Bu¨ndel (der sich von dem
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urspru¨nglichen Modell dadurch unterscheidet, dass das Hintergrundbu¨ndel nicht hinrei-
chend glatt und durch den Wirbel nachhaltig gesto¨rt ist) durch eine Gleichung beschrei-
ben, die formal mit der Gleichung u¨bereinstimmt, die die Bewegung von tatsa¨chlichen
Wirbeln in Flu¨ssigkeiten angeben. Das Modell erkla¨rt die Bewegung der Nullstellen
durch die Wirkung der Gradienten von Phase und Intensita¨t des Hintergrundbu¨ndels.
Eine der Wirbellinien, und zwar die, die in der Strahltaille dem Zentrum am na¨chsten
ist und die gleiche topologische Ladung hat wie der eingesetzte Wirbel, verla¨uft asym-
ptotisch zur z-Achse, sodass im Fernfeld des Bu¨ndels (fu¨r z → ∞) eine Nullstelle im
Zentrum des Bu¨ndels zu finden ist, was in einem normalen Gauß-Hintergrundbu¨ndel
nie der Fall ist und durch das urspru¨ngliche fluiddynamische Modell nicht erkla¨rbar
scheint. Es wird jedoch durch die Zersto¨rung der Versetzungsfla¨chen und durch den
eingesetzten Wirbel der Phasen- und Intensita¨tsgradient des LG-Hintergrundbu¨ndels
so vera¨ndert, dass die Nullstelle des Feldes durch die nun gedrehten Gradienten zum
Zentrum des Bu¨ndels
”
getrieben“ wird.
Die restlichen Wirbellinien haben anna¨hernd (fu¨r etwas gro¨ßere z) dieselbe Form wie ei-
ne einzelne Wirbellinie in einem Gauß-Hintergrundbu¨ndel: in absoluten x-y-Koordinaten
sind sie Geraden im Raum mit einer Steigung, die vom Abstand der Linie vom Zentrum
des Bu¨ndels abha¨ngt, in relativen (auf den z-abha¨ngigen Strahldurchmesser w(z) nor-
mierten) Koordinaten verlaufen sie so, dass ihre senkrechten Projektionen Kreisbo¨gen
ergeben. Der ungewo¨hnliche Verlauf der Wirbellinien und damit die z-abha¨ngige A¨nde-
rung der Intensita¨tsverteilung in transversalen Ebenen kann auch anders erkla¨rt wer-
den: Ein LG0p-Bu¨ndel mit einem zusa¨tzlichen Wirbel außerhalb des Zentrums la¨sst sich
als eine U¨berlagerung von drei verschiedenen LG-Moden mit unterschiedlichen Gouy-
Phasentermen schreiben, sodass sich eine z-abha¨ngige Phasendifferenz zwischen den
drei Summanden ergibt. Diese a¨ndert natu¨rlich das entstehende Interferenzmuster und
damit die Lage der Wirbel in den x-y-Ebenen.
Die mit Wirbeln mit etwas kleinerem Wirbelkern durchgefu¨hrten Experimente besta¨ti-
gen diese Berechnungen, hier entwickelt sich die im Experiment beobachtbare Inten-
sita¨tsverteilung durch die Zersto¨rung der konzentrischen Nulllinien des LG-Bu¨ndels fu¨r
wachsende z zu einer Spirale, in deren Mitte ein Wirbel
”
wandert“.
Es ist zu erwarten, dass die gemachten Beobachtungen und Berechnungen in analoger
Weise (zersto¨rte Versetzungsfla¨chen, neu entstehende Wirbellinien) auch fu¨r andere Fa-
milien von Gauß-Moden (Ince-Gauß, Hermite-Gauß) gelten und sich im Limes p→∞
auf Bessel-Bu¨ndel u¨bertragen lassen.
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2.1 Grundlagen
2.1.1 Polarisation des Lichts
Licht ist ein elektromagnetisches Wechselfeld, bestehend aus dem elektrischen Feldvek-
tor E und dem darauf senkrechten magnetischen Feldvektor B. Beide sind in isotropen
Medien senkrecht zum k-Vektor und oszillieren mit der gleichen Frequenz und Phase,
deshalb kann die Betrachtung auf entweder E oder B beschra¨nkt werden. Traditionell
wird nur der elektrische Anteil des Feldes betrachtet. Ist die Richtung der Oszillation
des elektrischen Feldvektors zufa¨llig, so spricht man von unpolarisiertem Licht (siehe
Abb. 2.1 (a)). Unpolarisiertes Licht ist zugleich inkoha¨rent, da zeitlich zufa¨llig verteilte
Richtungen des E-Vektors nur von unterschiedlichen Wellenzu¨gen kommen ko¨nnen.
Der einfachste Fall von polarisiertem Licht liegt vor, wenn die Schwingungsebene des
elektrischen Feldvektors konstant ist, das Licht ist dann linear polarisiert (siehe Abb.
2.1 (c)) und kann, im Fall einer linear in x-Richtung polarisierten ebenen Welle, dar-
gestellt werden als [29]:
E = (Ex, 0) = (Axe
i(ωt−kz+φx), 0). (2.1)
Analog ist eine in y-Richtung polarisierte ebene Welle E = (0, Aye
i(ωt−kz+φy)). Hierbei
seien Ax und Ay reell und jede zusa¨tzliche Phase stecke in φx bzw. φy. Der gemeinsame
Phasenfaktor ei(−kz) wird meist vernachla¨ssigt, er beschreibt die Ausbreitung der Welle
in z-Richtung.
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Abbildung 2.1: Die Richtung des E-Feld-Vektors von Licht ist zufa¨llig bei unpolarisiertem
Licht (a), bei polarisiertem Licht beschreibt die Spitze des E-Feld-Vektors im Allgemeinen
eine Ellipse (b). Spezialfa¨lle: lineare Polarisation (c), die Spitze des E-Vektor beschreibt
eine Gerade und zirkulare Polarisation (d), die Spitze des E-Vektor beschreibt einen Kreis.
Ist im Allgemeinen das elektrische Feld E = (Ex, Ey) = e
i(ωt−kz)(Axei(φx), Ayei(φy)) und
die gegenseitige Phasendifferenz ∆ = φy −φx = 0 oder pi, so erha¨lt man durch vektori-
elle Addition von Ex und Ey je nach Verha¨ltnis der Amplituden jede beliebige Richtung
der linearen Polarisation.
Ist ∆ 6= 0, jedoch weiterhin zeitlich konstant, so beschreibt die Spitze des E-Vektors
im allgemeinen Fall eine Ellipse, man spricht von elliptisch polarisiertem Licht (sie-
he Abb. 2.1 (b)). Diese Ellipse wird durch drei Parameter charakterisiert [29]: durch
den Azimuthwinkel α, den die große Halbachse mit der x-Achse einschließt, durch ihre
Elliptizita¨t ω (nicht zu verwechseln mit der Kreisfrequenz ω der Schwingung des E-
Vektors) und ihrer Ha¨ndigkeit, das ist der Drehsinn, mit dem der elektrische Feldvektor
die Ellipse durchla¨uft (siehe Abb. 2.2 (b)).
Ist die Phasenverschiebung ∆ zwischen Ex und Ey genau pi/2 und die Amplituden Ax
und Ay gleich, so liegt ein Sonderfall der elliptischen Polarisation vor: die Spitze des
Vektors des elektrischen Feldes beschreibt nun einen Kreis, man spricht von zirkularer
Polarisation und unterscheidet je nach Drehrichtung zwischen rechts- bzw. linkszirku-
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lar polarisiertem Licht.
Verwendet man die doppelte Elliptizita¨t 2ω und den doppelten Azimuthwinkel 2α als
Winkel in spha¨rischen Polarkoordinaten (r = 1, 2α, 2ω), so erha¨lt man fu¨r jeden mo¨gli-
chen Polarisationszustand des Lichts einen eindeutigen Punkt auf der Oberfla¨che einer
Kugel, der sogenannten Poincare´-Spha¨re (siehe Abb. 2.2 (a)) [29]. An den Polen der
Abbildung 2.2: Die Poincare´-Spha¨re. Verwendet man Elliptizita¨t und Azimuthwinkel als
spha¨rische Polarkoordinaten (r = 1, 2α, 2ω), so entspricht jeder Polarisationszustand ei-
nem Punkt auf der Oberfla¨che der entstehenden Kugel (a). Das Licht ist an den Polen
rein zirkular polarisiert (linksha¨ndig (lhcp) bzw. rechtsha¨ndig (rhcp)), auf dem A¨quator
rein linear polarisiert. (b) zeigt die Polarisationsellipse.
Poincare´-Spha¨re ist das Licht rein zirkular polarisiert, am Nordpol links zirkular (lhcp
= left handed circular polarized), am Su¨dpol rechts zirkular. Am A¨quator ist die El-
liptizita¨t ω null, dort liegt rein lineare Polarisation vor, deren Richtung sich allerdings
u¨ber den Kugelumfang um pi a¨ndert. Alle anderen Punkte der Kugeloberfla¨che sind el-
liptisch polarisiert, wobei die gesamte su¨dliche Hemispha¨re rechtsha¨ndige Polarisation,
die no¨rdliche Hemispha¨re linksha¨ndige Polarisation repra¨sentieren. Die La¨ngenkreise
sind Orte gleichen Azimuthwinkels, die Breitenkreise sind Orte gleicher Elliptizita¨t.
An der Lage von zirkularer bzw. linearer Polarisation auf der Poincare´-Spha¨re erkennt
man bereits den singula¨ren Charakter dieser Zusta¨nde (siehe Kapitel 2.1.4).
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Die Poincare´-Spha¨re kann dazu dienen, die Wirkung von phasenverzo¨gernden optischen
Elementen zu veranschaulichen. Das Element habe den schnellen Eigenvektor v1 und
den langsamen Eigenvektor v2. Das sind Vektoren vom Ursprung der Spha¨re zu den
zwei Polarisationszusta¨nden auf der Oberfla¨che der Kugel, die durch das Element nicht
vera¨ndert werden. Verzo¨gert das Element nun die Phase um den Winkel γ, so wird dies
durch eine Rotation der Spha¨re im Uhrzeigersinn um den Winkel γ mit der Achse v1
repra¨sentiert. Als Beispiel betrachte man ein λ/4-Pla¨ttchen mit der optischen Achse
in vertikaler Richtung. Der schnelle Eigenvektor des Pla¨ttchens ist dann der Zustand
vertikaler linearer Polarisation, die Rotation der Spha¨re erfolgt also um die S1-Achse.
Der Rotationswinkel entspricht der Phasenverzo¨gerung zwischen schnellem und lang-
samen Eigenvektor des Pla¨ttchens, also γ = pi/2. Die Drehung um diesen Winkel um
die S1-Achse u¨berfu¨hrt S3 in S2 und S2 in −S3, verwandelt also linksha¨ndig zirkular
polarisiertes Licht in linear unter 45◦ polarisiertes und dieses in rechtsha¨ndig zirkulares.
Dies ist genau die Wirkung eines λ/4-Pla¨ttchens.
2.1.2 Messung von Polarisation: Stokes-Parameter
Eine andere Mo¨glichkeit um den Polarisationszustand des Lichts darzustellen ist der
Stokes-Vektor S = (S0, S1, S2, S3) (siehe auch [29]). Hierbei ist S0 die Gesamtinten-
sita¨t, und die Komponenten S1, S2 und S3 spannen als kartesisches Koordinatensys-
tem die Poincare´-Spha¨re auf (siehe Abb. 2.2 (a)). Ist z. B. in normierter Darstellung
S = (1, 1, 0, 0), so ist das Licht vertikal linear polarisiert, fu¨r S = (1, 0, 0,−1) liegt
rechtsha¨ndig zirkular polarisiertes Licht vor.
Der Stokes-Vektor S = (S0, S1, S2, S3) ist folgendermassen definiert [29]:
S =

S0
S1
S2
S3
 =

I
I0◦ − I90◦
I45◦ − I135◦
Irhcp − Ilhcp.
 (2.2)
Hierbei ist I die Gesamtintensita¨t und I0◦ die Intensita¨t der unter 0
◦ polarisierten An-
teile des Feldes, I90◦ die Intensita¨t der unter 90
◦ polarisierten Anteile usw. Irhcp und
Ilhcp sind die Intensita¨ten der links- bzw. rechtsha¨ndig zirkular polarisierten Kompo-
nenten des Feldes.
Dies ergibt sofort eine Anweisung zur Messung der Stokes-Parameter: Man messe die
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Intensita¨ten des Feldes mit sieben Einzelmessungen hinter einem linearen Polarisator
unter den entsprechenden Winkeln 0◦, 90◦, 45◦ und 135◦ bzw. hinter einer Kombination
aus λ/4-Pla¨ttchen (Achse auf 0◦ ausgerichtet) und linearem Polarisator unter 45◦ und
135◦. Durch Bildung der Differenzen erha¨lt man die Stokes-Parameter.
Natu¨rlich kann man aus den Komponenten des Stokes-Vektors die Elliptizita¨t, die
Ha¨ndigkeit und den Azimuthwinkel der Polarisationsellipse bestimmen und daher die
ortsabha¨ngigen Polarisationellipsen einer gemessenen Intensita¨tsverteilung berechnen.
Dazu sei das elektrische Feld (ohne den zeit- und z-abha¨ngigen Anteil ei(ωt−kz)):
E =
[
Ex
Ey
]
=
[
Axe
iφx
Aye
iφy
]
. (2.3)
Dann gelten folgende Identita¨ten [29]:
S =

S0
S1
S2
S3
 =

I
I0◦ − I90◦
I45◦ − I135◦
Irhcp − Ilhcp
 =

A2x + A
2
y
A2x − A2y
2AxAy cos(∆)
2AxAy sin(∆).
 (2.4)
wobei hier ∆ = φy −φx substituiert wurde. Zum Nachweis dieser Identita¨ten bedarf es
la¨ngerer Rechnungen, die hier nicht ausgefu¨hrt werden, aber in [29] zu finden sind.
Aus den Stokes-Parametern erha¨lt man nach [29] den Azimuthwinkel α der Polarisati-
onsellipse (Abb. 2.2 (b)) zu:
tan(2α) =
2AxAy cos(∆)
A2x − A2y
, (2.5)
wieder mit ∆ = φy − φx.
Die Elliptizita¨t ω der Polarisationsellipse ist:
² := sin(2ω) =
2AxAy sin(∆)
A2x + A
2
y
, (2.6)
wobei hier noch ² als zwar weniger anschauliches, dafu¨r aber einfacheres Maß fu¨r die
Elliptizita¨t definiert wurde. Die Ha¨ndigkeit des Lichts ist gegeben durch das Vorzeichen
von tan(ω) und je nach Definition rechtsha¨ndig fu¨r tan(ω) > 0 und linksha¨ndig fu¨r
tan(ω) < 0. Mit Gleichung 2.4 erha¨lt man schließlich eine Vorschrift, um α und ² bzw.
ω aus den gemessenen Stokes-Parametern S0, S1, S2 und S3 zu berechnen:
tan(2α) =
S2
S1
(2.7)
² =
S3
S0
. (2.8)
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2.1.3 Doppelbrechung
Die Entdeckung der Doppelbrechung spielte eine Schlu¨sselrolle bei der Entstehung des
Wellenbildes in der Optik und in der Erforschung der Polarisation des Lichts. Entdeckt
wurde die Doppelbrechung erstmals 1669 von Erasmus Bartholin, einem da¨nischem
Wissenschaftler, an
”
isla¨ndischem Kristall“ (Kalzit). Die Publikation der Ergebnisse
unter dem Titel
”
Versuche mit dem doppeltbrechenden isla¨ndischen Kristall, die zur
Entdeckung einer wunderbaren und außergewo¨hnlichen Brechung fu¨hrt“ war die erste
experimentelle Publikation in Da¨nemark.
Als Doppelbrechung bezeichnet man das Pha¨nomen, dass Lichtstrahlen je nach ih-
rer Polarisation beim Durchgang durch optisch anisotrope Medien in zwei Strahlen
aufgespalten werden, deren einer dem Snelliusschen Brechungsgesetz gehorcht (ordent-
licher Strahl), deren anderer jedoch ein abweichendes Verhalten zeigt und unter einem
anderen Winkel gebrochen wird (außerordentlicher Strahl), sodass hinter dem doppel-
brechenden Material zweifache Bilder auftreten ko¨nnen [30, 31].
Doppelbrechung tritt auf in elektrisch anisotropen Medien, in denen die dielektrische
Verschiebung D von der Richtung des elektrischen Feldes E abha¨ngt und nicht wie
in optisch isotropen Medien von ihr unabha¨ngig ist. Dies sind z. B. alle Kristalle, die
nicht dem kubischen System angeho¨ren, aber auch unter Spannung gesetzte isotro-
pe Materialien (Spannungsdoppelbrechung). In solchen anisotropen Materialien ist D
nicht la¨nger parallel zu E, sondern u¨ber den dielektrischen Tensor ε durch D = εE mit
dem elektrischen Feld verknu¨pft. Dabei ist ε eine symmetrische 3x3-Matrix, bestehend
aus den Dielektrizita¨tskonstanten εkl, die fu¨r ein isotropes Medium alle gleich sind. In
seinem Hauptachsensystem ist der Tensor symmetrisch mit den Diagonaleintra¨gen εx,
εy und εz, den sogenannten Hauptdielektrizita¨tskonstanten. Diese Hauptdielektrizita¨ts-
konstanten sind die Quadrate der drei Hauptbrechungsindizes nx, ny und nz.
Die Lichtausbreitung im Inneren des Materials ist polarisationsabha¨ngig mit zwei
erlaubten Polarisationsrichtungen, die zueinander orthogonal sind. Fu¨r diese beiden
Polarisationsrichtungen gelten unterschiedliche Brechungsindizes. Nur entlang der so-
genannten optischen Achsen, den Achsen der Isotropie, ist die Lichtausbreitung von
der Polarisation unabha¨ngig.
Zur Veranschaulichung der Materialeigenschaften und als geometrisches Hilfsmittel
kann man ein Ellipsoid konstruieren, dessen drei Hauptachsen den Hauptbrechungs-
indizes proportional sind [30, 31]. Dies ist das sogenannte Indexellipsoid (Abb. 2.3).
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Mithilfe des Indexellipsoids kann man die erlaubten Schwingungsrichtungen des D-
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Abbildung 2.3: Das Indexellipsoid. Die La¨ngen der Hauptachsen sind den drei Hauptbre-
chungsindizes nx, ny, nz proportional. Der k-Vektor der einfallenden Welle definiert eine zu
ihm senkrechte Schnittellipse, deren Hauptachsen die beiden erlaubten Schwingungsrichtun-
gen des D-Vektors angeben. (a) zeigt das Indexellipsoid fu¨r einen zweiachsig doppelbrechen-
den Kristall, (b) das fu¨r einen einachsig doppelbrechenden Kristall. Im letzteren Fall wird
das Ellipsoid ein Rotationsellipsoid.
Vektors bestimmen: der k-Vektor der einfallenden Welle definiert eine zu ihm senkrech-
te Schnitt-Ellipse mit dem Ellipsoid (siehe Abb. 2.3). Die Hauptachsen dieser Ellipse
geben die beiden Schwingungsrichtungen D′ und D′′ an. Die La¨ngen der Hauptachsen
sind die fu¨r diese beiden Strahlen geltenden Brechungsindizes.
Man kann drei Fa¨lle unterscheiden, je nachdem, wieviele der ni verschieden sind [30, 31]:
1. Optisch isotrope Medien: Alle drei Brechungsindizes sind gleich, das Indexellipso-
id wird zu einer Kugel und die optischen Eigenschaften sind richtungsunabha¨ngig.
In diese Kategorie fallen Flu¨ssigkeiten, Gla¨ser und Kristalle, die kubische Sym-
metrie aufweisen.
2. Optisch einachsige Kristalle: Zwei der Brechungsindizes sind gleich, es gilt al-
so nx = ny =: n‖ und nz =: n⊥. Das Indexellipsoid wird zu einem Rotations
ellipsoid (Abb. 2.3 (b)). Es kann eine optische Achse eingefu¨hrt werden, die mit
der Rotationsachse des Ellipsoids und der Hauptsymmetrieachse des Kristalls
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zusammenfa¨llt und la¨ngs derer die Lichtausbreitung polarisationsunabha¨ngig ist.
In diese Kategorie fallen Kristalle mit hexagonaler, tetragonaler und rhomboe-
drischer Symmetrie. Man unterscheidet zwischen negativ und positiv einachsig
doppelbrechenden Kristallen, je nachdem, ob n‖ kleiner oder gro¨ßer als n⊥ ist.
3. Optisch zweiachsige Kristalle: Alle Brechungsindizes sind verschieden. Das In-
dexellipsoid (Abb. 2.3 (a)) hat keine Symmetrieachse. Hier gibt es zwei optische
Achsen, la¨ngs derer die Lichtausbreitung polarisationsunabha¨ngig ist. Sie fallen
zusammen mit den Normalen der zwei mo¨glichen kreisfo¨rmigen Schnitte des In-
dexellipsoids.
Zur Veranschaulichung der Lichtausbreitung in optisch anisotropen Medien bedient
man sich der sogenannten Strahlenfla¨chen, die man wie folgt berechnen kann:
Die Maxwell-Gleichungen fu¨r eine ebene Welle E0 exp[i(ωt− k · r)] im Kristall liefern
eine Gleichung fu¨r das elektrische Feld im Medium:
ek × ek × E0 + 1
n2
εE0 = 0 (2.9)
mit dem Einheitsvektor ek in k-Richtung. Diese Gleichung la¨sst sich in eine Matrix-
gleichung der Form M ·E0 = 0 umschreiben und ist nur dann lo¨sbar, wenn die Deter-
minante vonM null wird. Diese Bedingung liefert eine Gleichung 2. Grades in n2. Man
erha¨lt also zwei positive Werte fu¨r n fu¨r die beiden mo¨glichen Polarisationsrichtungen.
Damit kann man mit Gleichung (2.9) die Richtung von E0 und daraus mit D = εE die
Richtung von D bestimmen.
Tra¨gt man die so gewonnenen Brechungsindizes als Funktion der Ausbreitungsrich-
tung ek auf, erha¨lt man die sogenannte Strahlenfla¨che des Mediums, eine im allgemei-
nen mehrschalige Fla¨che. Abb. 2.4 (a) zeigt die Strahlenfla¨che eines negativ einachsig
doppelbrechenden Kristalls, der Unterschied in den Brechungsindizes (no = 1, ne = 1,8)
ist hier der Deutlichkeit halber u¨bertrieben. Die Fla¨che besteht aus einem Rotations-
ellipsoid mit den Halbachsen no und ne, das eine Kugel mit dem Radius no entha¨lt.
Fu¨r einen positiv einachsigen Kristall wu¨rde die Kugel das Ellipsoid umschließen, ne
wa¨re hier kleiner als no. Durch die Beru¨hrpunkte von Kugel und Ellipsoid verla¨uft die
optische Achse, die einzige Ausbreitungsrichtung im Kristall, in der fu¨r ordentlichen
und außerordentlichen Strahl derselbe Brechungsindex gilt.
Abb 2.4 (b) zeigt die Strahlenfla¨chen eines zweiachsig doppelbrechenden Kristalls mit
den Brechungsindizes n1 = 1, n2 = 1,5 und n3 = 2,25. Diese Fla¨che ist wesentlich
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Abbildung 2.4: Die Strahlenfla¨che fu¨r einen negativ einachsig doppelbrechenden (a) und
einen zweiachsig doppelbrechenden Kristall (b). Die optischen Achsen sind durch die
Beru¨hrpunkte der Fla¨chen festgelegt und schwarz eingezeichnet. Beide Fla¨chen sind der
Deutlichkeit halber teilweise aufgeschnitten dargestellt.
komplizierter als im Fall (a). Durch die Beru¨hrpunkte der inneren und a¨ußeren Fla¨che
sind hier zwei optische Achsen (schwarz) festgelegt.
Die Lichtausbreitung in doppelbrechenden Kristallen ist fu¨r den einachsig doppelbre-
chenden Fall noch einfach zu beschreiben. Da dies der fu¨r das Versta¨ndnis der in dieser
Arbeit beschriebenen Experimente relevante Fall ist, wird darauf noch na¨her einge-
gangen. Der zweiachsig doppelbrechende Fall ist komplizierter und im Rahmen dieser
Arbeit nicht von Interesse. Auf eine Beschreibung der Lichtausbreitung in optisch zwei-
achsigen Medien wird daher verzichtet. In z. B. [31] ist diese zu finden.
Im Fall eines optisch einachsigen Kristalls werden zuerst die beiden im Kristall erlaub-
ten Polarisationsrichtungen bestimmt. Dazu bedient man sich des Indexellipsoids oder
(einfacher) des sogenannten Hauptschnitts.
Ein Hauptschnitt (eines Lichtbu¨ndels) ist eine Ebene, die von dem k-Vektor des ein-
fallenden Bu¨ndels und der optischen Achse des Kristalls aufgespannt wird. Licht, das
senkrecht zu einem Hauptschnitt polarisiert ist (in Abb. 2.3 (b) ist dies die Richtung
von D′′), wird zum sogenannten ordentlichen Strahl und folgt dem Snelliusschen Bre-
chungsgesetz mit dem Brechungsindex no = n⊥, der der La¨nge der kleinen Halbachse
der Schnitt-Ellipse in Abb. 2.3 (b) entspricht. Dieser Brechungsindex ist von der Rich-
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tung von k unabha¨ngig.
Licht, das im Hauptschnitt polarisiert ist (in Abb. 2.3 D′), bildet den außerordentli-
chen Strahl. Er gehorcht nicht mehr dem Snelliusschen Brechungsgesetz. Der fu¨r diesen
Strahl geltende Brechungsindex ne = ne(θ) entspricht der La¨nge der großen Halbachse
der Schnittellipse und ist vom Winkel θ zwischen k und der optischen Achse abha¨ngig.
Es gilt:
1
ne(θ)2
=
cos(θ)2
n2⊥
+
sin(θ)2
n2‖
. (2.10)
Die Lichtausbreitung in einem einachsig doppelbrechenden Kristall kann mit einer Ab-
wandlung des Huygensschen Prinzips geometrisch bestimmt werden [30]. Abb. 2.5 zeigt
das Schema der Konstruktion: Fa¨llt eine ebene Welle auf die Oberfla¨che eines einach-
sig doppelbrechenden Kristalls, so erregen dort sowohl ordentlicher als auch außeror-
dentlicher Strahl Elementarwellen, deren richtungsabha¨ngige Ausbreitung durch die
Strahlenfla¨chen bestimmt ist. Die Phasenfla¨chen der beiden Wellen werden durch die
Einhu¨llende dieser Elementarwellen bestimmt, ihre Normalen sind die Wellenvekto-
ren ko des ordentlichen und ke des außerordentlichen Strahls. Die Strahlrichtung, die
in Richtung des Poynting-Vektors s verla¨uft, ist durch die Strecke vom Ursprung der
Strahlenfla¨chen bis zu ihrem Beru¨hrpunkt mit der Wellenfront gegeben. Fu¨r den ordent-
lichen Strahl fallen Strahlrichtung so und Richtung des Wellenvektors ko zusammen, fu¨r
den außerordentlichen Strahl jedoch sind se und ke nicht mehr parallel, wie aus Abb.
2.5 klar wird. Damit sind die Strahlrichtungen fu¨r ordentlichen und außerordentlichen
Strahl im Kristall unterschiedlich, was eine laterale Verschiebung ∆x zwischen ordent-
lichem und außerordentlichem Strahl am Ausgang des Kristalls verursacht, sodass ein
Doppelbild entsteht. Zusa¨tzlich tritt wegen der unterschiedlichen optischen Wegla¨ngen
eine Phasenverschiebung Λ zwischen ordentlichem und außerordentlichem Strahl auf.
Fu¨r den außerordentlichen k-Vektor gilt jedoch immer noch das Snelliussche Brechungs-
gesetz mit dem Brechungsindex ne(θ), d.h.
ne(θ) sin(γ
′) = n1 sin(γ) (2.11)
wenn γ und γ′ die Winkel zwischen dem Einfallslot und k bzw. ke bezeichnen. Nach [30]
gilt fu¨r den Winkel θ′ zwischen optischer Achse und ke und dem Winkel θ′′ zwischen
optischer Achse und Strahlrichtung se des außerordentlichen Strahls:
tan(θ′′) =
n2⊥
n2‖
tan(θ′). (2.12)
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Abbildung 2.5: Konstruktion der Strahlrichtungen und Wellenvektoren von ordentlichem
und außerordentlichem Strahl in einem einachsig doppelbrechenden Kristall nach einem
Prinzip a¨hnlich dem Huygensschen. Zur Konstruktion und Erkla¨rung der Bezeichnungen
siehe Text.
Damit und mit 2.11 la¨sst sich der Winkel γ′′ zwischen se und dem Einfallslot berechnen.
Man erha¨lt daraus die laterale Verschiebung ∆x und die Phasenverschiebung Λ.
2.1.4 Singularita¨ten der Polarisation
Phasensingularita¨ten (siehe Kapitel 1.1.1) sind in der rein skalaren Optik stabile Ob-
jekte, d.h. eine kleine Sto¨rung zersto¨rt die Vortexlinien nicht, sondern deformiert oder
verschiebt sie [1].
Ein triviales Beispiel: Ein skalarer Wirbel x + iy liefert eine Nullstelle des skalaren
Feldes im Ursprung. U¨berlagert man eine ebene Welle mit konstanter Phase und Am-
plitude c, so erha¨lt man E(x, y) = x+ iy+ c mit einer Nullstelle bei x = −c und y = 0,
der Wirbel wurde also nur verschoben.
Beru¨cksichtigt man jedoch die Polarisation, also den Vektorcharakter des Lichts, so ver-
schwindet diese Stabilita¨t: Addiert man zu einem linear polarisierten Wirbel eine dazu
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senkrecht linear polarisierte ebene Welle, so bekommt man E(x, y) = (x + iy, c). Die
Intensita¨t dieses Feldes ist die Summe der Intensita¨ten der linear polarisierten Kom-
ponenten, x2 + y2 + c2 und ist u¨berall von Null verschieden: Der Wirbel als Nullstelle
des gesamten Feldes ist verschwunden [1] (er u¨berlebt nur in den getrennt gemessenen
linear polarisierten Komponenten des Feldes).
Welche stabilen Objekte treten nun in der Vektoroptik an die Stelle der skalaren Pha-
sensingularita¨ten? Eine Phasensingularita¨t la¨sst sich in polarisiertem Licht nicht mehr
definieren (jede Komponente hat ihre eigene Phase), jedoch eine Singularita¨t der Pola-
risation. Singularita¨ten der Polarisation sind isolierte Stellen des Feldes, an denen eine
Eigenschaft der Polarisation nicht mehr definiert ist. Im Fall von vollsta¨ndig polarisier-
tem Licht sind dies genau die Punkte, an denen die Polarisationsellipse (siehe Kapitel
2.1.1, Abb. 2.2 (b)) entartet [1]. Wir unterscheiden zwei Fa¨lle, na¨mlich zirkulare und
lineare Polarisation.
L-Linien und L-Fla¨chen
Liegt rein lineare Polarisation vor, so entartet die Polarisationsellipse in eine Linie, wo-
durch der Umlaufsinn des E-Vektors nicht mehr definiert und damit singula¨r ist [1, 10].
Die Elliptizita¨t ω verschwindet bzw. die Phasenverschiebung ∆ zwischen den beiden
linear polarisierten Komponenten des Feldes wird null (modulo pi). Auf der Poincare`-
Spha¨re (siehe Abb. 2.2 (a)) liegen diese Punkte auf dem A¨quator, woraus man ableitet,
dass auch der dritte Stokes-Parameter S3 an Punkten linearer Polarisation eine Null-
stelle hat.
Punkte linearer Polarisation bilden Linien in Ebenen senkrecht zur Ausbreitungsrich-
tung z des Lichts, da sich ja die Richtung der linearen Polarisation genau wie auf dem
A¨quator der Poincare`-Spha¨re stetig a¨ndern kann, ohne die Bedingung ω = 0 zu verlet-
zen. Diese Linien heißen L-Linien. Mit dem gleichen Stetigkeitsargument schließt man,
dass diese Linien in drei Dimensionen (x, y, z) zusammenha¨ngende L-Fla¨chen bilden.
L-Linien bzw. L-Fla¨chen sind immer geschlossen, im Zweifelsfall verbinden sich ihre
Enden im Unendlichen. Daher muss sich, wieder aus Gru¨nden der Stetigkeit, die Rich-
tung der linearen Polarisation bei einem Umlauf auf der Linie um pi a¨ndern (außer
sie bleibt konstant, dann liegt jedoch ein entarteter Fall vor). Abb. 2.6 (a) zeigt eine
L-Linie (gelb) in der x-y-Ebene, Abb. 2.6 (b) zeigt eine schematische Zeichnung einer
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Abbildung 2.6: Polarisationssingularita¨ten: (a) Eine L-Linie (lineare Pola-
risation, gelb) umgibt einen C-Punkt (zirkulare Polarisation, blau). In drei
Dimensionen (b) wird die L-Linie zur L-Fla¨che, der C-Punkt wird zu einer
C-Linie.
zylinderfo¨rmigen L-Fla¨che (gold). Die L-Linie bzw. L-Fla¨che umgibt einen C-Punkt
(siehe unten).
C-Punkte und C-Linien
Liegt an einem Punkt des Feldes rein zirkulare Polarisation vor, so entartet die Polari-
sationsellipse in einen Kreis, wodurch die Richtung ihrer Hauptachsen und damit der
Azimuthwinkel α nicht mehr definiert und damit singula¨r ist [1, 10]. Die Polarisation
kann hier links- oder rechtsha¨ndig zirkular sein. Das Feld hat eine Nullstelle in der je-
weils anderen zirkularen Polarisationsrichtung und es verschwinden sowohl S1 als auch
S2, wie man aus Abb. 2.2 sieht. Diese Punkte heißen C-Punkte und sind, im Gegen-
satz zu Stellen linearer Polarisation, isolierte Punkte (in zwei Dimensionen) des Feldes,
sofern keine entartete Singularita¨t (wie bei einem rein zirkular polarisierten Bu¨ndel)
vorliegt. Der isolierte Charakter der C-Punkte wird schon an ihrer Lage an den Polen
der Poincare`-Spha¨re deutlich.
In drei Dimensionen bilden C-Punkte Linien, sog. C-Linien. C-Linien verschiedener
Ha¨ndigkeit sind stets von L-Fla¨chen umgeben, ko¨nnen diese jedoch nie durchdringen.
Abb. 2.6 (a) zeigt in der Mitte der ihn umgebenden L-Linie eine C-Punkt (blau), in
(b) ist schematisch ein C-Linie im Zentrum einer L-Fla¨che dargestellt.
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In Anlehnung an die Sta¨rke bzw. topologische Ladung der Phasensingularita¨ten kann
auch fu¨r C-Punkte eine Kenngro¨ße definiert werden: Bei einem Umlauf um die Singula-
rita¨t auf einem geschlossenen Weg werden die Drehungen der Hauptachsen der Polari-
sationsellipsen unter Beru¨cksichtigung der Drehrichtung (Vorzeichen) geza¨hlt. Dies ist
der Index des C-Punktes [1, 10]. Im Gegensatz zur Sta¨rke von Phasensingularita¨ten ist
der Index aufgrund der pi-Symmetrie der Polarisationsellipse nicht ganzzahlig, sondern
halbzahlig.
Eine weitere Klassifizierungsmo¨glichkeit erha¨lt man, wenn man die Form der
”
Flussli-
nien“ des Ellipsenfeldes betrachtet. Dies sind die Linien, die als Tangenten an jedem
Punkt die großen Halbachsen der Ellipsen haben. Hier werden zwei Haupttypen unter-
schieden, die nach ihrer Form
”
lemon“ und
”
star“ heißen (siehe Abb. 2.7 (c) und (a)).
Ein weiterer Typ, der jedoch nur bei der Verschmelzung und gegenseitigen Auslo¨schung
eines
”
star“- und eines
”
lemon“-C-Punkt auftritt, heißt
”
monstar“ (siehe Abb. 2.7 (b)).
Der Index eines
”
star“ ist +1/2, die beiden anderen haben Index −1/2. Zusa¨tzlich zu
ihrem Index sind diese Typen von Singularita¨ten nach der Anzahl der geraden Fluss-
linien, die ins Zentrum der Singularita¨ten laufen, unterscheidbar [1, 10]. M. Dennis
Abbildung 2.7: Typen von C-Punkten, unterschieden nach dem Muster der Flusslinien
in der Umgebung der Singularita¨t. (a)
”
star“, (b)
”
monstar“, (c)
”
lemon“. Der
”
star“-C-
Punkt hat Index +1/2, die beiden Anderen haben jeweils −1/2.
gibt dafu¨r ein mathematisches Kriterium an [34], das die Stokes-Parameter Si und ihre
Ableitungen Si,j, (j = x, y) in der Umgebung des C-Punkts benutzt:
D = ((2S1,y + S2,x)
2 − 3S2,y(2S1,x − S2,y))
×((2S1,x − S2,y)2 + 3S2,x(2S1,y + S2,x))
−(2S1,xS1,y + S1,xS2,x − S1,yS2,y + 4S2,xS2,y)2
(2.13)
90
2.1. Grundlagen
Je nach Vorzeichen dieser Funktion, ausgewertet am Punkt der Singularita¨t, laufen
drei Geraden (star oder monstar) fu¨r D > 0 oder nur eine Gerade (lemon) fu¨r D < 0
in das Zentrum der Singularita¨t. In Kombination mit dem Index der Singularita¨t kann
man damit die drei Typen unterscheiden.
Bei der Klassifikation der C-Punkte hat man sich stark an der Theorie der Defekte in
Flu¨ssigkristallen (siehe z. B. [42], S. 406 ff) orientiert, da die Topologie der C-Punkte
denen der Flu¨ssigkristalle gleicht. Der Grund dafu¨r ist, dass es sich in beiden Fa¨llen um
Singularita¨ten der Richtung eines
”
Direktors“, eines Vektors ohne Kopf, handelt, der in
der Polarisation durch die Richtung der großen Halbachse und bei den Flu¨ssigkristallen
durch die Vorzugsrichtung der Moleku¨le gegeben ist. Daraus resultiert eine in beiden
Fa¨llen gegebene pi-Symmetrie, die sich in der Geometrie des Ellipsenfeldes bzw. der
Flu¨ssigkristalle niederschla¨gt.
2.1.5 Polarisationssingularita¨ten: Einfache Beispiele
Wo findet man Polarisationssingularita¨ten? Genau wie Phasensingularita¨ten in jedem
natu¨rlich vorkommenden Lichtfeld (z. B. [11, 34, 35, 36]). Will man Polarisations-
singularita¨ten aber gezielt herstellen, muss man dazu in der Lage sein, ein ortsabha¨ngi-
ges Polarisationsmuster zu erzeugen.
Oder man verfolgt einen Ansatz wie in [1] beschrieben: Hier wird eine uniform po-
larisierte Phasensingularita¨t, also eine Nullstelle des Feldes, gesto¨rt. Nun kann ja das
Licht an einer Nullstelle jede Polarisation haben, man kann sich also vorstellen, dass ei-
ne Nullstelle des Feldes jeden nur denkbaren Polarisationszustand gleichzeitig entha¨lt.
Sto¨rt man nun das uniform polarisierte Feld, beispielsweise durch eine u¨berlagerte ebe-
ne Welle anderer Polarisation, so wird die Nullstelle wie in obigen Beispiel aufgehoben
und die
”
Polarisationsentartung“ entfaltet sich in mehrere Singularita¨ten der Polarisa-
tion.
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Entfaltung eines Wirbels durch eine ebene Welle
Abb. 2.8 zeigt die Polarisation eines linear polarisierten Wirbels, gesto¨rt durch eine
senkrecht dazu linear polarisierte ebene Welle mit Amplitude c:
E =
[
x+ iy
ceiΛ
]
. (2.14)
Die Polarisation dieses Feldes ist nicht mehr uniform linear, wie man auf den ersten
Blick erwarten wu¨rde, sondern es treten durch die Entfaltung der im Wirbel entarteten
Polarisation alle Polarisationen auf, sodass fu¨r Λ = 0 zwei C-Punkte von Typ lemon
und star entstehen (roter bzw. blauer Kreis), die durch eine gerade C-Linie (gelb)
getrennt sind (siehe auch [1]). Der Abstand der C-Punkte ha¨ngt von der Sta¨rke c der
Sto¨rung ab und geht fu¨r c→ 0 gegen 0, fu¨r c→∞ gegen ∞.
Abbildung 2.8: Polarisationssingularita¨ten in dem Feld aus Gleichung 2.14 bei Λ = fu¨r
c = 0,3 (a) und c = 1 (b). Die Polarisationsellipsen sind gru¨n gezeichnet. Durch die Sto¨rung
des linear polarisierten Wirbels mit einer ebenen Welle entstehen zwei C-Punkte (roter
Kreis, lemon-Typ, und blauer Kreis, star) und eine L-Linie (gelb).
Wird die Phasenverschiebung Λ variiert, so a¨ndert sich die Form und Lage der L-
Linie und Position und Anzahl der C-Punkte, es entstehen L-Fla¨chen und C-Linien
in Abha¨ngigkeit von Λ. Diese werden im Folgenden betrachtet. Es wird also nicht
die Raumkoordinate z, sondern die Phasenverschiebung Λ neben x und y als dritte
Koordinate verwendet. Die folgenden dreidimensionalen Bilder sind also im (x, y,Λ)-
Raum gezeichnet !
Um die Stokes-Parameter (Kapitel 2.1.2) des Feldes zu berechnen, kann man entweder
Gleichung (2.4) verwenden oder einfach die Wirkung der bei der Messung verwendeten
92
2.1. Grundlagen
optischen Elemente rechnerisch nachbilden. Die Wirkung eines linearen Polarisators
entspricht dem Skalarprodukt mit dem Einheitsvektor in der entsprechenden Richtung,
die eines λ/4-Pla¨ttchens der Multiplikation des Feldes mit eipi/2 = i.
Die L-Linien entsprechen den Nullstellen des Stokes-Parameters S3 (siehe oben), es
muss also gelten:
|(e1 + e2)i[(x+ iy)e1 + ceiΛe2]|2 − |(e2 − e1)i[(x+ iy)e1 + ceiΛe2]|2 = 0.
Dies vereinfacht sich zu:
y = x tan(Λ), (2.15)
das ist eine Gerade mit dem Winkel Λ zur x-Achse in der x-y-Ebene. In drei Di-
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Abbildung 2.9: Nullstellen der Stokes-Parameter S1, S2 und S3 bei der Sto¨rung eines
Wirbels mit einer ebenen Welle (siehe Gleichung (2.14)). Den Bildern sind die C-Linien
(blau und gru¨n) u¨berlagert. Abbildung (a) zeigt die Nullfla¨che von S1, ein Kreiszylinder.
Abbildungen (b) und (d) zeigen die Nullstellen von S2 und S3, zwei Schraubenfla¨chen, die
bis auf eine Verschiebung um pi/2 in Λ-Richtung identisch sind. (c) zeigt den Schnitt der
Nullfla¨chen von S1 und S2, der die C-Linien (in Blau und Gru¨n u¨berlagert) bestimmt.
mensionen (x, y,Λ) wird dies eine Schraubenfla¨che wie in Abb. 2.9 (d) gezeigt. In die
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Abbildung sind zusa¨tzlich die entstehenden C-Linien eingezeichnet (blau und gru¨n).
Die C-Punkte liegen an den gemeinsamen Nullstellen von S1 und S2 (siehe oben), dies
ergibt zwei Bedingungen:
0 = |e1[(x+ iy)e1 + ceiΛe2]|2 − |e2[(x+ iy)e1 + ceiΛe2]|2 (2.16)
0 = |(e1 + e2)[(x+ iy)e1 + ceiΛe2]|2 − |(e2 − e1)[(x+ iy)e1 + ceiΛe2]|2. (2.17)
Vereinfacht ergibt das:
0 = x2 + y2 − c2 (2.18)
0 = y − x cot(Λ). (2.19)
Die Nullfla¨che von S1 ist also ein Zylinder mit Radius c (siehe Abb. 2.9 (a)), die von
S2 (siehe Abb. 2.9 (b)) ist dieselbe Schraubenfla¨che wie die Nullfla¨che von S3, nur um
90◦ in Λ-Richtung verschoben (was aus der Definition von S2 und S3 klar ist und auch
an der Poincare´-Spha¨re abgelesen werden kann: eine Rotation um 90◦ um die S1-Achse
u¨berfu¨hrt S2 in S3, dies entspricht der Wirkung eines λ/4-Pla¨ttchens).
Die C-Linien, als Schnitt der Nullfla¨chen von S1 und S2 (siehe Abb. 2.9 (c) und (d)),
werden daher eine Doppelspirale mit Radius c bilden.
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Entfaltung eines Wirbels durch einen Wirbel
Eine Erweiterung dieses Beispiels wa¨re die Sto¨rung eines linear polarisierten Wirbels
mit einem senkrecht dazu linear polarisierten Wirbel, dessen Zentrum um die Strecke
a in x-Richtung aus dem Ursprung verschoben ist:
E =
[
x+ iy
(x− a+ iy)eiΛ
]
(2.20)
Die Polarisation des hier entstehenden Feldes zeigt Abbildung 2.10 fu¨r Λ = 0 in (a) und
Λ = pi/4 in (b). Das Feld besitzt zwei C-Punkte (blau und gru¨n) und eine L-Linie, deren
Form von Λ abha¨ngt. Um die Form der C-Linien und L-Fla¨chen im (x, y,Λ)-Raum
Abbildung 2.10: Polarisationsellipsen und Singularita¨ten des Feldes aus Gleichung (2.20),
die U¨berlagerung zweier senkrecht zueinander polarisierter Wirbel mit gegenseitiger Ver-
schiebung a. Es entstehen wieder zwei C-Punkte (blau und gru¨n) und eine L-Linie (gelb),
die jedoch hier je nach Λ auch geschlossen ist. (a) zeigt die Polarisation des Feldes fu¨r
a = 0,5 und Λ = 0, (b) fu¨r Λ = pi/4. Die L-Linie ist im letzteren Fall ein Kreis.
angeben zu ko¨nnen, werden wieder die Nullstellen der Stokes-Parameter bestimmt.
Die Nullfla¨che von S1 ist bestimmt durch:
|e1[(x+ iy)e1 + (x− a+ iy)eiΛe2]|2 − |e2[(x+ iy)e1 + (x− a+ iy)eiΛe2]|2 = 0.
Dies ergibt die Gleichung:
x− a
2
= 0, (2.21)
was eine Ebene durch x = a/2 parallel zur Λ-Achse beschreibt. Die Nullfla¨che von
S1 ist also wie im letzten Beispiel unabha¨ngig von Λ, was klar wird, wenn man sich
u¨berlegt, dass hier nur die Differenz der Intensita¨ten in den e1- und e2-Komponenten
95
Kapitel 2. Singularita¨ten der Polarisation
des Feldes gebildet wird und dabei jegliche Phasenfaktoren verschwinden. Abbildung
2.11 (a) zeigt diese Ebene, wieder sind die entstehenden C-Linien u¨berlagert (rot).
Die Nullfla¨che von S2 ist gegeben durch:
1
2
|(e1+e2)[(x+iy)e1+(x−a+iy)eiΛe2]|2−1
2
|(e2−e1)[(x+iy)e1+(x−a+iy)eiΛe2]|2 = 0,
dies ergibt vereinfacht:
x2 + y2 − ax− ay tan(Λ) = 0. (2.22)
Das ist die Gleichung eines Kreises mit Radius r = a/2
√
1 + tan2(Λ)/4 und Mittel-
punkt bei (a/2, a/2 tan(Λ)), in drei Dimensionen ergibt das eine Figur wie in Abb.
2.11 (b). Diese Figur, bestehend aus sich periodisch wiederholenden Schla¨uchen, die
parallele Ebenen verbinden, ist topologisch a¨quivalent zu einem beru¨hmten Beispiel
einer Minimalfla¨che, das zuerst von Bernhard Riemann vorgestellt wurde ([32]). Die
Periodizita¨t der Figur ist pi. Abb. 2.11 (b) zeigt diese Fla¨che. Wie oben entstehen aus
dem Schnitt der Nullfla¨chen von S1 und S2 die C-Linien, hier rot eingezeichnet (siehe
Abb. 2.11 (c)) Die Nullfla¨che von S3, die zur L-Fla¨che der Anordnung identisch ist,
zeigt Abb. 2.11 (d) zusammen mit den C-Linien. Die Fla¨che ist wieder dieselbe wie fu¨r
S2, nur um pi/2 in Λ-Richtung verschoben.
96
2.1. Grundlagen
Nullstellen von S1 und S2
-1
0
1x @mmD 4 Π
3 Π
2 Π
Π
0
L@radD
-1
0
1
y @mmD
HcL
Nullstellen von S3
-1
0
1x @mmD 4 Π
3 Π
2 Π
Π
0
L@radD
-1
0
1
y @mmD
HdL
Nullstellen von S1
-1
0
1x @mmD 4 Π
3 Π
2 Π
Π
0
L@radD
-1
0
1
y @mmD
HaL
Nullstellen von S2
-1
0
1x @mmD 4 Π
3 Π
2 Π
Π
0
L@radD
-1
0
1
y @mmD
HbL
Abbildung 2.11: Nullstellen der Stokes-Parameter S1, S2 und S3 bei der Sto¨rung eines
Wirbels mit einem Wirbel (siehe Gleichung (2.20)). Den Bildern sind die C-Linien (rot)
u¨berlagert. Abbildung (a) zeigt die Nullfla¨che von S1, eine Ebene parallel zur y−z-Ebene.
Abbildungen (b) und (d) zeigen die Nullstellen von S2 und S3, die bis auf eine Verschiebung
um pi/2 in Λ-Richtung identisch sind. Abb. (c) zeigt den Schnitt der Nullfla¨chen von S1
und S2, der die C-Linien (in Rot u¨berlagert) bestimmt.
97
Kapitel 2. Singularita¨ten der Polarisation
Sto¨rung einer Laguerre-Gauß-Mode LG10 durch ein Gauß-Bu¨ndel
Als weiteres Beispiel betrachte man das Feld eines linear polarisierten Wirbels in einem
Gauß-Bu¨ndel (also ein LG10-Bu¨ndel), der durch ein in x-Richtung um a dazu verscho-
benes LG00-Gauß-Bu¨ndel mit orthogonaler Polarisation gesto¨rt wird. Das Feld ist dann:
E =
[
(x+ iy)e−(x
2+y2)/w20
e−((x−a)
2+y2)/w20eiΛ.
]
Die Gleichungen fu¨r die Nullstellen von S1, S2 und S3 werden dann zu:
x2 + y2 = e4xa/w
2
0e−2a
2/w20 (2.23)
y = −x cot(Λ) (2.24)
y = x tan(Λ). (2.25)
Die Gleichungen fu¨r die Nullstellen von S2 und S3 (Gleichung (2.24) und Gleichung
(2.25)) sind wieder dieselben wie bei (2.14) und ergeben die Schraubenfla¨chen aus Abb.
2.9. Die Gleichung fu¨r S1 (Gleichung (2.23)) jedoch ist diesmal nicht mehr analytisch
lo¨sbar. Nur fu¨r den Spezialfall a = 0 beschreibt sie einen Kreiszylinder um die Λ-
Achse mit Radius 1, fu¨r andere Werte von a entstehen Nullfla¨chen, die im Querschnitt
wie ein Tropfen aussehen, der sich von einer Flu¨ssigkeitsoberfla¨che lo¨st. Abb.2.12 (a)
und 2.13 (a) zeigen diese Fla¨chen fu¨r a = 0,5w0 (hier ha¨ngt der Tropfen noch an der
Oberfla¨che) bzw. a = 0,65w0. Im ersteren Fall entstehen durch den Schnitt der Fla¨che
mit den Nullstellen von S2 (Abb. 2.12 (b) und (c)) C-Linien, die bis auf Verformungen
denen aus Abb. 2.11 gleichen, im letzteren Fall bilden sich als Nullstellen von S1 zwei
getrennte Fla¨chen, die fu¨r gro¨ßer werdendes a zu einem Zylinder und einer Ebene
werden. Dadurch entstehen nun im Schnitt mit den Nullfla¨chen von S2 (Abb. 2.13 (b)
und (c)) zwei schraubenfo¨rmige C-Linien (blau und gru¨n) zusa¨tzlich zu vier C-Linien
in 4pi (rot), die von y = −∞ kommen und nach +∞ verschwinden.
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Abbildung 2.12: Nullstellen der Stokes-Parameter S1, S2 und S3, wie sie bei der U¨ber-
lagerung eines linear polarisierten LG00-Bu¨ndels mit einem senkrecht dazu polarisierten
LG01-Bu¨ndel entstehen (siehe Gleichung (2.1.5)). Die Bu¨ndel sind hier um a = 0,5w0
gegeneinander in x-Richtung verschoben. Die Nullfla¨che fu¨r S1 (a) ist eine in Abha¨ngig-
keit von a verformte Ebene, die fu¨r S2 und S3 ((b) und (d))sind wie fu¨r Gleichung (2.8)
Schraubenfla¨chen.
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Abbildung 2.13: Wie in Abb. 2.12, jedoch mit a = 0,65w0. Hier entstehen als Nullfla¨chen
fu¨r S1 zwei getrennte Fla¨chen (a) und damit zusa¨tzliche C-Linien (gru¨n und blau).
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Polarisationssingularita¨ten im Himmelslicht
Am Rande sei bemerkt, dass es noch weitere Arten von Singularita¨ten der Polarisation
gibt. So beschreibt M. Dennis in [33] das am Himmel durch die mehrfache Streuung des
Sonnenlichts an den Moleku¨len der Atmospha¨re entstehende Polarisationsmuster. Das
Himmelslicht ist im Gegensatz zu den eben besprochenen Beispielen nicht vollsta¨ndig,
sondern nur teilweise polarisiert, zudem tritt nur lineare Polarisation auf. Die Richtung
dieser linearen Polarisation ist vom der relativen Position des jeweiligen Himmelsseg-
ments zur Sonne abha¨ngig, sodass ein ortsabha¨ngiges Muster von Linien entsteht, die
die Polarisationsrichtung angeben. Dieses Polarisationsmuster hat vier lemon-Typ Sin-
gularita¨ten, an denen die Polarisationsrichtung undefiniert ist. Jedoch sind hier keine
C-Punkte, sondern Stellen, an denen das Licht vollsta¨ndig unpolarisiert ist. Insekten
wie z. B. Bienen orientieren sich an diesem Muster und an den Singularita¨ten des Fel-
des, da die Polarisation des Himmelslichts auch detektierbar ist, wenn die Sonne als
Richtungsweiser verdeckt ist.
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2.2 Experimenteller Aufbau
2.2.1 U¨berlegungen zur experimentellen Realisierung
Um Polarisationssingularita¨ten zu erhalten, kann man, wie im Kapitel 2.1.4 beschrie-
ben, einen uniform linear polarisierten optischen Wirbel sto¨ren. Um diese Sto¨rung
zu realisieren, bra¨uchte man eigentlich einen klassischen Interferenzaufbau mit zwei
getrennten Wegen, die dann an einer Stelle parallel zusammengefu¨hrt werden. Dies
bedeutet einen hohen Aufwand an optischen Elementen, Empfindlichkeit gegenu¨ber
Vibrationen und Luftstro¨mungen und damit eine hohe Fehleranfa¨lligkeit.
Wesentlich einfacher und eleganter wird der Aufbau, wenn man einen doppelbrechenden
Kristall verwendet [39]. Abb. 2.14 zeigt die Idee: Ein Laserbu¨ndel mit einem optischen
Wirbel im Zentrum (genauer: ein LG10-Bu¨ndel, siehe Kapitel 1.1.2) beleuchtet einen
einachsig doppelbrechenden Kristall. Das Lichtbu¨ndel ist rein linear, aber unter ei-
nem bestimmten Winkel β (hier nahe 45◦) zum Hauptschnitt des Kristalls polarisiert.
Dadurch wird das Bu¨ndel beim Eintritt in den Kristall in zwei senkrecht zueinander
polarisierte Komponenten aufgespalten, den ordentlichen und den ausserordentlichen
Strahl, deren Intensita¨tsverha¨ltnis vomWinkel β abha¨ngt. Der ordentliche Strahl unter-
liegt dem Snelliusschen Brechungsgesetz und wird bei senkrechtem Einfall den Kristall
unabgelenkt passieren, der außerordentliche Strahl jedoch wird auch bei senkrechtem
Einfall aus der Achse des Systems gebrochen, sodass er beim Austritt aus dem Kris-
tall eine ra¨umliche Verschiebung ∆x im Vergleich zu dem ordentlichen Strahl erha¨lt.
Zusa¨tzlich erfa¨hrt er eine Phasenverschiebung Λ im Vergleich zu dem ordentlichen
Strahl aufgrund der unterschiedlichen optischen Wegla¨ngen. Die beiden Strahlen u¨ber-
lagern sich am Ausgang des Kristalls zu einem Feld, das nun nicht mehr, wie man auf
den ersten Blick annehmen wu¨rde, uniform linear polarisiert ist, sondern die in Kapitel
2.1.4 prognostizierten Polarisationssingularita¨ten aufweist.
Das einfallende Feld sei Ein = ψ(x, y)din, wobei der komplexe Vektor din einen im
Allgemeinen elliptischen Polarisationszustand repra¨sentiert und ψ(x, y) eine beliebige
skalare, komplexe Amplitude ist.
Sofern der doppelbrechende Kristall transparent und nicht chiral ist, hat er zwei zuein-
ander senkrechte Eigenpolarisationen d1,d2 mit jeweiligen Brechungsindizes n1, n2. Die
Richtungen dieser Eigenpolarisationen sind parallel und senkrecht zum Hauptschnitt
(Ebene gebildet aus optischer Achse und k-Vektor der einfallenden Welle) des Kristalls.
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Abbildung 2.14: Schematisch: Sto¨rung eines linear polarisierten optischen Wirbels durch
ein senkrecht dazu polarisiertes Feld mithilfe eines doppelbrechenden Kristalls. Der opti-
sche Wirbel wird im Kristall in ordentlichen und ausserordentlichen Strahl aufgespalten.
Der außerordentliche Strahl erfa¨hrt eine Phasenverzo¨gerung und eine seitliche Verschie-
bung ∆x. Die U¨berlagerung der Felder am Ausgang (hier berechnet) liefert wie erwartet
Polarisationssingularita¨ten, hier eine L-Linie (gelb) und zwei C-Punkte (rot und blau).
Das einfallende Feld Ein wird im Kristall in diese beiden Eigenpolarisationen zerlegt.
Diese werden mit n1 und n2 ordentlich und außerordentlich gebrochen, sodass die bei-
den Anteile des Feldes nach dem Kristall ra¨umlich um ∆x gegeneinander verschoben
sind. Zusa¨tzlich sammelt sich aufgrund der unterschiedlichen optischen Wegla¨ngen je
nach zuru¨ckgelegter Strecke im Kristall eine Phasendifferenz Λ zwischen ordentlichen
und ausserordentlichen Strahl an.
Das Feld am Ende des Kristall la¨sst sich damit schreiben als:
E(x, y,Λ) =
∑
j=1,2
ψ(x+ sj, y)(din · dj)djei(−1)jΛ/2. (2.26)
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Wobei hier s1 = +
∆x
2
und s2 = −∆x2 ersetzt wird. Ist ψ(x, y) ein LG10-Bu¨ndel, also ein
Gauß-Laserbu¨ndel mit einem r-Wirbel, so wird Ein zu:
Ein = (x+ iy)e
−(x2+y2)/w20din. (2.27)
Ist die Eingangspolarisation din elliptisch, so la¨sst sich dies natu¨rlich wieder in zwei
senkrecht zueinander linear polarisierte Anteile mit einer gegenseitigen Phasenverschie-
bung eiδ zerlegen, was im Endeffekt in Gleichung (2.26) einem der beiden Terme dazu-
gerechnet wird, sodass sich nur die gegenseitige Phasenverschiebung Λ a¨ndert.
Das Feld am Ausgang des Kristalls la¨sst sich damit also stets schreiben als [39]:
E(x, y,Λ) = (x+ s1 + iy)e
− (x+s1)2+y2
w20 e−i
Λ
2 d1 + ²(x+ s2 + iy)e
− (x+s2)2+y2
w20 ei
Λ
2 d2. (2.28)
Hierbei ist ² ein Intensita¨tsfaktor, der von der Richtung der Eingangspolarisation
abha¨ngt und fu¨r linear unter dem Winkel β zum Hauptschnitt polarisiertes Licht gleich
cos(β)/ sin(β) ist.
Diese Beschreibung ist unabha¨ngig von der Art des Kristalls und universell auf jede
Polarisation anwendbar. Das Ergebnis wird bis auf Phasenfaktoren unvera¨ndert blei-
ben.
So liegt z. B. fu¨r din = d1 cos(β) + d2 sin(β)e
iδ beliebige elliptische Polarisation vor.
Mit din · d1 = cos(β) und din · d2 = sin(β)eiδ erha¨lt man:
E(x, y,Λ) = e−iΛ/2 sin(β){(x+s1+iy)e
− (x+s1)2+y2
w20 d1+²(x+s2+iy)e
− (x+s2)2+y2
w20 ei
Λ
2
+δd2}.
(2.29)
2.2.2 Experimenteller Aufbau
Der Aufbau zu dieser Idee sieht folgendermassen aus (Abb. 2.15, siehe auch [39]): Ein
Helium-Neon-Laser (633 nm) mit ca. 15mW und konstanter Polarisation wird durch
das Teleskop L1 (f=12mm) und L2 (f=300mm) auf 40mm Durchmesser aufgeweitet.
Der Polarisator Pol1 polarisiert den Strahl linear in einer Richtung, die zusammen
mit Pol2 auf optimalen Kontrast des LCD-Displays SLM abgestimmt werden muss.
Die LCD-Einheit dreht die Polarisationsebene des einfallenden Strahls pixelweise um
bis zu 90◦, was mit Hilfe des Polarisators Pol2 in eine Intensita¨tsa¨nderung u¨bersetzt
wird. Durch das Teleskop L3 (f=1000mm) und L4 (f=300mm) und die Lochblende P
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(Durchmesser 0,4mm) wird die erste Beugungsordung des modulierten Strahls heraus-
gefiltert und der Strahl um den Faktor 1/3 verkleinert (in den Experimenten wurde
eine LG10-Mode mit w0 = 0,7mm verwendet).
Hinter der Linse L4 fa¨llt der Strahl auf den KDP-Kristall, der von einem Schrittmo-
tor mit einer Auflo¨sung von 75 Schritten fu¨r 0,056◦ in der x-z-Ebene gedreht werden
kann. Hinter dem Kristall befindet sich der Aufbau zur Messung der Stokes-Parameter
(2.1.2), bestehend aus λ/4-Platte und linearem Polarisator P3 in Kombination mit
einer CCD-Kamera der Firma Laser 2000, deren Signal auf dem PC ausgewertet und
gespeichert wird. Die Kamera (Modell WinCamD) hat bei einer Auflo¨sung von 4,7µm
1360× 1024 Pixel auf einem Chip der Gro¨sse 6,5× 4,8mm. Die verwendeten Polarisa-
Abbildung 2.15: Experimenteller Aufbau zur Messung der Polarisation eines optischen
Wirbels in einem doppelbrechenden Kristall.
toren sind Glan-Taylor-Prismen, die leider nicht mit vollkommen parallelen Ein- und
Austrittsfla¨chen hergestellt werden ko¨nnen. Der durchgehende Strahl wird daher aus
der optischen Achse abgelenkt und rotiert bei Drehungen des Polarisators um diese.
Da sich zudem die Intensita¨tsverteilung auf der Kamera bei der Messung der unter-
schiedlichen Stokes-Parameter a¨ndert, wa¨re es bei der spa¨teren Auswertung unmo¨glich,
die sieben Messungen fu¨r die Stokes-Parameter pixelgenau miteinander zu verrechnen.
Um trotzdem einen Fixpunkt zur Auswertung der Bilder zu bekommen, wird daher ein
zweiter unpolarisierter Helium-Neon-Laser parallel durch Pol3 und das λ/4-Bla¨ttchen
gefu¨hrt, dessen Position sich relativ zum Hauptstrahl nicht a¨ndert. Dieser Referenz-
strahl wird durch die Linse L5 (f=500mm) auf die Kamera fokussiert, sodass er auf
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der Filmebene einen Durchmesser von 0,2mm hat.
Der gesamte Aufbau ist zur Verringerung von Vibrationen auf einem schwingungsarm
gelagerten Tisch mit einer 12 cm dicken Steinplatte aufgebaut. Um den Einfluss von
Luftstro¨mungen zu minimieren, wurde eine Abdeckung aus Alublech und Plastikfolie
hergestellt.
Lichtmodulator im Eigenbau
Das zur Lichtmodulation verwendete SLM (Spatial Light Modulator = ra¨umlicher
Licht-Modulator) ist im Eigenbau aus einem ausrangierten Video-Projektor (
”
Bea-
mer“) Modell DP9200 der Firma Proxima hergestellt worden. Der Projektor entha¨lt
drei LCD-Displays mit einer Bildschirmdiagonalen von 38mm (1,5 Zoll) und einer
Auflo¨sung von 1024 × 768 Punkten, je eines fu¨r Rot, Blau und Gru¨n. Diese Displays
werden in Transmission verwendet und drehen je nach angelegter Spannung die Po-
larisationsebene des transmittierten Lichts (siehe [40]). Bei dem mir zur Verfu¨gung
stehenden Display war dieser Drehwinkel ca. 120◦. Um eine Intensita¨tsmodulation wie
in einem Projektor beno¨tigt zu erreichen, werden die Displays mit einer linear polari-
sierenden Folie beklebt.
Bei dem vorhandenen Gera¨t wurde einfach ein Display ausgebaut und das dazugeho¨ri-
ge Anschlusskabel mit einer Verla¨ngerung aus dem Gera¨t herausgefu¨hrt. Die auf das
Display aufgebrachte Polarisationsfolie musste wegen ihrer schlechten optischen Qua-
lita¨t entfernt werden. An ihre Stelle treten jetzt die Glan-Taylor-Polarisatoren Pol1
und Pol2 (Abb. 2.15). Dieses Display wird in Transmission verwendet und einfach u¨ber
die vorhandene Elektronik des laufenden Projektors angesteuert.
Der KDP-Kristall
Der verwendete einachsig doppelbrechende Kristall (Abb. 2.16, siehe auch [39]) ist ein
KDP (Kalium-Dihydrogen-Phosphat ) der Gro¨ße 20mm × 20mm × 26mm und ist
so geschnitten, dass die optische Achse einen Winkel von 40◦ mit der langen Kante
bildet. Der Kristall war urspru¨nglich zur Frequenzverdopplung vorgesehen, daher diese
spezielle Geometrie.
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Im vorliegenden Experiment fa¨llt der Strahl nahezu senkrecht auf den Kristall, die
ordentliche Polarisation des Kristalls ist senkrecht zu Zeichenebene, die außerordentli-
che Polarisation liegt in der Zeichenebene. Fu¨r den ordentlichen Strahl hat der Kris-
tall den Brechungsindex n1 = n⊥ = 1,507, der vom Winkel θ zwischen optischer
Achse und einfallendem Strahl unabha¨ngig ist. Der außerordentliche Brechungsindex
n2 = n(θ = 40
◦) = 1,490 ha¨ngt jedoch von θ ab und kann durch Drehung des Kris-
talls um den Winkel γ mittels eines durch einen Schrittmotor gesteuerten Drehtisches
variiert werden. Die dadurch induzierte A¨nderung der optischen Wegla¨nge des aus-
Abbildung 2.16: Der verwendete KDP-
Kristall (siehe Text).
serordentlichen Strahls fu¨hrt zu einer relativen Phasenverschiebung Λ zwischen dem
ordentlichen und dem außerordentlichen Strahl mit:
Λ = 2pi[n(θ)− n⊥] l
λ
(2.30)
wenn l die Kantenla¨nge des Kristalls und λ die Wellenla¨nge des Lasers bezeichnet.
Eine Λ-Periode entspricht einer Drehung des Kristalls um γ = 0,056◦ oder 75 Schrit-
ten des Schrittmotors. Die durch die Drehung induzierte A¨nderung der geometrischen
Wegla¨ngen ist vernachla¨ssigbar.
Die durch die Doppelbrechung verursachte ra¨umliche Verschiebung zwischen ordent-
lichem und außerordentlichem Strahl ist ∆x. Sie ist von dem Winkel ρ = θ′′ − θ′
zwischen der ordentlichen und der ausserordentlichen Strahlrichtung abha¨ngig (siehe
Kapitel 2.1.3). Fu¨r die vorliegende Anordnung ist ρ = 1,52◦ und damit ∆x = 0,7mm.
Diese ra¨umliche Verschiebung ist fu¨r kleine Drehwinkel γ na¨herungsweise konstant.
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2.3 Polarisationssingularita¨ten in doppelbrechenden
Kristallen
2.3.1 Linear polarisiertes Gauß-Bu¨ndel
Als einfachstes Beispiel wurden die Stokes-Parameter eines linear polarisierten Gauß-
Bu¨ndels nach dem Kristall vermessen. Dazu wurde der Aufbau aus Kapitel 2.2.2 ver-
wendet.
Zuerst wurde der Kristall in eine Stellung gebracht, in der die Phasenverschiebung zwi-
schen ordentlichem und außerordentlichem Strahl 0 mod 2pi war. Um diesen Punkt zu
finden, muss der Kristall mit einem unter 45◦ linear polarisiertem Gauß-Laserbu¨ndel
beleuchtet werden. Ist Λ = 0 mod 2pi, so ist das austretende Feld im U¨berlappungsbe-
reich von ordentlichem und außerordentlichem Strahl wieder unter 45◦ linear polarisiert,
was mit einem auf Auslo¨schung eingestelltem Polarisator detektiert werden kann.
Um keinen Spezialfall zu messen, wurde die Eingangspolarisation des Bu¨ndels auf einen
Winkel β 6= 45◦ zum Hauptschnitt des Kristalls eingestellt. Dann wurden die zur Be-
stimmung der Stokes-Parameter (siehe Kapitel 2.1.2) no¨tigen sieben Intensita¨tsmes-
sungen fu¨r eine Drehung des Kristalls in einem Bereich von 4pi mit einer Auflo¨sung von
50 Schritten durchgefu¨hrt, das entspricht 14,4◦ pro Schritt.
Abb. 2.17 zeigt die Werte der gemessenen Stokes-Parameter S0 . . . S3 fu¨r eine Phasen-
verschiebung Λ = 0◦.
Die erwartete Form der Nullfla¨chen der Stokes-Parameter in Abha¨ngigkeit von Λ la¨sst
sich leicht berechnen. Das Feld hinter dem Kristall ist:
E(x, y,Λ) = e
− (x+s/2)2+y2
w20 d1 + ²e
− (x−s/2)2+y2
w20 eiΛd2, (2.31)
wobei hier der Einfachheit halber die laterale Verschiebung s in x-Richtung symme-
trisch zum Ursprung angenommen wurde und ² = cos(40
◦)
sin(40◦) gilt. Die Gleichungen fu¨r die
Nullstellen von S1, S2 und S3 sind dann:
S1 : x =
ln(²)
sw20
(2.32)
S2 : 0 = 2 cos(Λ)e
−4x2+y2+(s/2)2
w20 (2.33)
S3 : 0 = 2 sin(Λ)e
−4x2+y2+(s/2)2
w20 . (2.34)
Gleichung (2.32) beschreibt eine Ebene parallel zur y-Λ-Ebene, Gleichung (2.33) be-
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Abbildung 2.17:
Gemessene Stokes-Parameter S0, . . . , S3 fu¨r ein linear polarisiertes Gauß-Bu¨ndel nach ei-
nem doppelbrechenden Kristall. Der experimentelle Aufbau ist wie in Abb. 2.2.2. Die
Phasenverschiebung Λ ist hier 0. S0 (links oben) entspricht der Gesamtintensita¨t des Fel-
des. Die Intensita¨ten sind nach der gezeigten Falschfarbenskala skaliert, wobei die obere
Skala fu¨r S0, die untere Skala fu¨r S1, S2 und S3 gilt.
schreibt, da der Exponentialterm nie verschwindet, Ebenen parallel zur x-y-Ebene
durch die Punkte cos(Λ) = 0 und die L-Fla¨chen (Gleichung (2.34) fu¨r die Nullstellen
von S3) gleichen wieder bis auf eine Verschiebung um pi/2 in Λ-Richtung den Null-
fla¨chen von S2.
Zeichnet man die Nullstellen der experimentell ermittelten Stokes-Parameter S1, S2 und
S3 in Abha¨ngigkeit von Λ, erha¨lt man die in Abb. 2.18 gezeigten Fla¨chen, die dieser
Vorhersage zumindest topologisch entsprechen. Abb. 2.18 (a) zeigt die Nullfla¨chen von
S1 und S2 gleichzeitig, um an ihrem Schnitt die Lage der C-Linien ablesen zu ko¨nnen.
Die Nullfla¨che von S1 ist anna¨hernd eben und deutlich in x-Richtung verschoben, die
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Abbildung 2.18:
Die gemessenen Nullfla¨chen der Stokes-Parameter des Feldes eines linear polarisierten
Gauß-Bu¨ndels hinter dem doppelbrechenden Kristall. (a) zeigt die Nullfla¨chen fu¨r S1 und
S2, ihr Schnitt gibt die Lage der C-Linien. (b) zeigt die Nullstellen von S3, die den L-
Fla¨chen entsprechen. Die Bilder sind unsymmetrisch, da die Eingangspolarisation 6= 45◦
war.
Nullfla¨chen von S2 sind leider nicht so eben, haben aber immerhin eine Periode von pi
und sind gegen die Nullfla¨chen von S3 (Abb. 2.18 (b)) um pi/2 verschoben. Man erha¨lt
also im Idealfall C-Linien als Parallelen zur y-Achse, getrennt von L-Ebene parallel zur
x-y-Ebene.
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2.3.2 Linear polarisierter Wirbel mit topologischer Ladung 1,
allgemeiner Fall (β 6= 45◦)
Experimentelle Ergebnisse, zweidimensional
Mit demselben Aufbau wie in Kapitel 2.3.1 erha¨lt man, wenn man mit dem SLM ein
LG10-Bu¨ndel erzeugt, die U¨berlagerung zweier LG
1
0-Bu¨ndel wie in Abb. 2.14 und darf
hier nun auf ein interessanteres Ergebnis a¨hnlich den Bildern in Kapitel 2.1.4 hoffen
[39].
Wieder wurde, um einen allgemeinen Fall zu messen, die Eingangspolarisation des
Bu¨ndels unter einem Winkel β 6= 45◦ zum Hauptschnitt des Kristalls gewa¨hlt und
die Phasenverschiebung Λ zwischen ordentlichem und auserordentlichem Strahl auf 0
mod 2pi eingestellt. Dann wurden die Stokes-Parameter fu¨r eine Drehung des Kristalls
in einem Bereich von −pi . . . 5pi mit einer Auflo¨sung von 124 Schritten gemessen.
Aus den Stokes-Parametern wurden die Elliptizita¨t ω und der Azimuthwinkel α der
Polarisationsellipsen an jedem Punkt des Bu¨ndelquerschnittes ermittelt, um damit die
Polarisationsellipsen des Feldes zu zeichnen.
Fu¨r eine Phasenverschiebung von Λ = 0 erha¨lt man fu¨r die Stokes-Parameter Vertei-
lungen wie in Abb. 2.19. Die Verteilung fu¨r S0 ist die Gesamtintensita¨t des Feldes, und
in der Verteilung von S3 kann man bereits die Lage und Art der Polarisationssingu-
larita¨ten erkennen: Ein Maximum und ein Minimum der Intensita¨t deuten auf einen
links- und einen rechtsha¨ndigen C-Punkt hin, da dort S3 den Wert ±1 annimmt.
Wertet man die erhaltenen Daten wie in 2.1.2 beschrieben nach Gleichungen (2.7) und
(2.8) aus, so erha¨lt man die in Abb. 2.20 und 2.21 gezeigten Verteilungen fu¨r α und ω.
In Abb. 2.20 sind die Azimuthwinkel α der Polarisationsellipsen, kodiert nach der ge-
zeigten Skala, in einer Falschfarbendarstellung aufgetragen. U¨berlagert sind Ho¨henlini-
en, also Linien gleichen Winkels,
”
A¨qui-Alpha-Linien“. Nachdem der singula¨re Charak-
ter von C-Punkten darin besteht, dass der Azimuthwinkel α unbestimmt wird, liegen
an C-Punkten alle mo¨glichen Winkel α vor. Man erkennt sie daher in Abb. 2.20 als
Ursprung der A¨qui-Alpha-Linien. Die (rein formale) Analogie zu Phasensingularita¨ten,
die ja am Ursprung der Linien gleicher Phase liegen, ist deutlich (siehe Kapitel 1.1.1).
Der Grund dafu¨r ist, dass C-Punkte die Singularita¨ten der Phase des (abstrakten) Fel-
des S1 + iS2 sind. Im Unterschied zu Singularita¨ten der Phase liegt hier jedoch eine
pi-Symmetrie anstelle der 2pi-Symmetrie vor, wodurch die generischen C-Punkte Index
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Abbildung 2.19:
Gemessene Stokes-Parameter S0, . . . , S3 fu¨r die Konfiguration aus Abb. 2.14. Die Phasen-
verschiebung Λ ist hier 0. S0 (links oben) entspricht der Gesamtintensita¨t des Feldes. Aus
der Verteilung von S3 (rechts unten) kann man bereits auf zwei C-Punkte schließen (Ma-
ximum und Minimum fu¨r rechts- bzw. linkszirkular polarisiertes Licht. Die Intensita¨ten
sind nach der gezeigten Falschfarbenskala skaliert, wobei die obere Skala fu¨r S0, die untere
Skala fu¨r S1, S2 und S3 gilt.
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±1/2 haben, im Unterschied zu generischen Phasensingularita¨ten mit Index ±1.
In Abb. 2.21 ist der Betrag der Elliptizita¨t ω mit der gleichen Falschfarbenskala wie
Abbildung 2.20: Verteilung des Azi-
muthwinkels α fu¨r Λ = 0◦ mit A¨qui-
Alpha-Linien (Linien gleichen Winkels). Die
Falschfarbendarstellung ist nach nebenste-
hender Skala kodiert. Man kann die Lage der
C-Punkte als die Stellen ablesen, von denen
viele A¨qui-Alpha-Linien ausgehen.
Abbildung 2.21: Verteilung des Betrags der
Elliptizita¨t ω fu¨r Λ = 0◦. Die Nullstellen sind
Punkte linearer Polarisation. Sie bilden eine
L-Linie. Die Falschfarben sind nach der ab-
gebildeten Skala kodiert.
in Abb. 2.19 gezeichnet. Die Nullstellen dieser Verteilung sind die Punkte rein linea-
rer Polarisation, also die L-Linien. Diese Verteilung wurde gegla¨ttet und daraus die
Ho¨henlinie fu¨r den Wert ω = 0 (die L-Linie) entnommen, um sie in Abb. 2.22 und 2.23
u¨berlagert einzuzeichnen.
Aus den Verteilungen fu¨r α und ω wurden sodann die Polarisationsellipsen an jedem
fu¨nften Punkt des Feldes aus den Messdaten berechnet und dem Intensita¨tsbild u¨ber-
lagert (siehe Abb. 2.22). Diese Rekonstruktion gelingt topologisch im Vergleich mit
dem berechneten Bild in Abb. 2.14 so gut, dass auf Simulationen zur Diskussion der
Ergebnisse im Weiteren meist verzichtet wird. Topologisch meint, dass Lage und Art
der C-Punkte und L-Linien anna¨hernd mit den Rechnungen u¨bereinstimmen. Genauere
Details wie z. B. eine exakte Kreisform der L-Linien sind fu¨r die Diskussion unwichtig.
Abb. 2.22 wurden zusa¨tzlich zwei Kreise (gru¨n und blau) an den Positionen der C-
Punkte (entnommen aus Abb. 2.20) und die L-Linie (gelb) u¨berlagert. Die zwei schwar-
zen Quadrate zeigen die Position der optischen Wirbel in den getrennt gemessenen or-
dentlichen und ausserordentlichen Strahlen. Die Verteilung entha¨lt wie erwartet (siehe
Abb. 2.14) zwei C-Punkte verschiedener Ha¨ndigkeit, die von einer zumindest im In-
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Abbildung 2.22: Das mit den Verteilungen fu¨r
α und ω (Abb. 2.20 und 2.21) rekonstruierte
Ellipsenfeld zeigt den Polarisationszustand des
Feldes fu¨r Λ = 0◦ an jedem Punkt. U¨berlagert
ist die L-Linie (gelb); die Positionen der bei-
den C-Punkte sind mit einem blauen und einem
roten Kreis markiert. Die schwarzen Quadrate
kennzeichnen die Lage der Phasensingularita¨ten
in den (getrennt gemessenen) ordentlichen und
ausserordentlichen Strahlen.
Abbildung 2.23: Die
”
Flusslinien“ der
Verteilung fu¨r α, also die Linien, deren
Tangenten die großen Halbachsen der Po-
larisationsellipsen bilden. Man sieht deut-
lich, dass die beiden C-Punkte vom Typ
”
lemon“ (blau) bzw.
”
star“ (gru¨n) sind.
nenbereich anna¨hernd geraden, nicht geschlossenen L-Linie getrennt werden, was der
gerechneten Verteilung in Abb. 2.14 entspricht.
Zusa¨tzlich gelang es sogar, aus den Werten fu¨r den Azimuthwinkel α die Flusslinien des
Feldes, also die Linien, deren Tangenten die großen Halbachsen der Ellipsen bilden, zu
rekonstruieren. Dazu wurde mit einem simplen Algorithmus von jedem Randpunkt des
Feldes ein Schritt in Richtung eines Vektors mit dem Winkel α zur x-Achse gemacht
und der Wert von α an der Zielposition ausgewertet. Iteration des Verfahrens liefert
Punkte einer Linie durch die α(x, y)-Ebene, deren Tangenten an jeder Stelle (x, y) den
Wert α(x, y) haben. Diese Flusslinien sind in Abb. 2.23 gezeigt, aus ihrer Form in der
Nachbarschaft der C-Punkte la¨sst sich der Typ bestimmen: Hier liegen C-Punkte vom
Typ
”
lemon“ (blau, oben) und
”
star“ (gru¨n, unten) vor.
Wie pra¨sentieren sich diese Verteilungen nun fu¨r eine andere Phasenverzo¨gerung Λ?
Natu¨rlich a¨ndert sich der Polarisationszustand des Feldes vo¨llig, da ja z. B. bei einer
A¨nderung der relativen Phase um pi/2 zwischen den zwei senkrechten Komponenten
der Polarisation linear polarisiertes Licht in elliptisch polarisiertes u¨bergeht. Wertet
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Abbildung 2.24: Verteilung des Azimuthwin-
kels α fu¨r Λ = 0,9pi mit A¨qui-Alpha-Linien. Im
Gegensatz zu Λ = 0◦ treten hier vier C-Punkte
auf.
Abbildung 2.25: Verteilung des Betrags
der Elliptizita¨t ω fu¨r Λ = 0,9pi. Die
L-Linie ist hier geschlossen und nahezu
kreisfo¨rmig.
man die Stokes-Parameter fu¨r Λ = 0,9pi aus, so sieht man schon aus der Darstellung
von α (Abb. 2.24), dass nun vier anstelle von zwei C-Punkten auftreten. Aus dem Plot
fu¨r den Betrag von ω ( Abb. 2.25) erha¨lt man eine L-Linie, die diesmal geschlossen und
na¨herungsweise kreisfo¨rmig ist (Rechnungen weiter unten zeigen, dass diese C-Linie
idealerweise ein Kreis ist) und einen der C-Punkte von den anderen drei, die andere
Ha¨ndigkeit haben, trennt.
Abb. 2.26 zeigt die fu¨r diesen Fall rekonstruierten Ellipsen, wieder mit u¨berlagerter
L-Linie und markierten C-Punkten. Die rekonstruierten Flusslinien (Abb. 2.27) zeigen,
dass diesmal zwei
”
lemon“- und zwei
”
star“-Typ C-Punkte vorliegen. Eine A¨nderung
der Phasendifferenz Λ um 0,9pi zwischen dem ordentlichen und dem ausserordentli-
chen Strahl, bewerkstelligt durch eine Drehung des Kristalls um den Winkel 0,025◦,
a¨ndert also die Anzahl, Form und Lage der Polarisationssingularita¨ten vollsta¨ndig.
Diese Vera¨nderung sollte erstens stetig und zweitens, da die Phase ja eine 2pi periodi-
sche Gro¨ße ist, periodisch in Λ ablaufen.
Nun entspricht eine A¨nderung der Phasendifferenz zwischen dem ordentlichen und
dem ausserordentlichen Strahl ja einer A¨nderung des Unterschieds in den optischen
Wegla¨ngen. Dieser Unterschied akkumuliert sich beim Durchgang des Wirbels durch
den Kristall linear. Sieht man von der A¨nderung der lateralen Verschiebung sj, die auf
einer vo¨llig anderen La¨ngenskala abla¨uft, ab, so kann man damit mit einer Drehung
des Kristalls die Entwicklung der Polarisationssingularita¨ten im Inneren des Kristalls
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Abbildung 2.26: Die Polarisationsellipsen des
Feldes, hier fu¨r Λ = 0,9pi. U¨berlagert ist wie-
der die diesmal geschlossene L-Linie (gelb). Die
in diesem Fall vier auftretenden C-Punkte sind
mit farbigen Kreisen (blau, gru¨n, zweimal rot)
markiert.
Abbildung 2.27: Die
”
Flusslinien“ fu¨r
Λ = 0,9pi. Hier treten zwei C-Punkte vom
Typ
”
star“ (blau und rot) und zwei vom
Typ
”
lemon“ (gru¨n und rot) auf.
simulieren und erha¨lt damit eine Veranschaulichung der Entfaltung einer Phasensingu-
larita¨t in Polarisationssingularita¨ten in einem doppelbrechenden Kristall.
Berechnung der Singularita¨ten in drei Dimensionen
Die Form dieser Polarisationssingularita¨ten kann man sich wieder wie in Kapitel 2.1.4
mithilfe der Nullstellen der Stokes-Parameter u¨berlegen. Es ist ja das Feld hinter dem
Kristall in Abha¨ngigkeit von Λ:
E(x, y,Λ) = E1 + E2 = LG
1
0(x−
s
2
, y) · d1 + ²LG10(x+
s
2
, y)eiΛ · d2. (2.35)
Hier ist wieder die laterale Verschiebung s in x-Richtung symmetrisch zum Ursprung
angenommen und ² = cos(40
◦)
sin(40◦) gesetzt. Mithilfe von S1 = |E1|2 − |E2|2, S2 = |E1| · |E2| ·
cos(∆Φ) und S3 = |E1| · |E2| ·sin(∆Φ) (∆Φ ist der gesamte Phasenunterschied zwischen
E1 und E2, siehe Kapitel 2.1.2), sind die Stokes-Parameter auch fu¨r diesen etwas we-
niger u¨bersichtlichen Fall leicht anzugeben und fu¨hren zu den folgenden Gleichungen
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fu¨r die Nullstellen von S1, S2 und S3:
S1 : [(x− s
2
)2 + y2]e2sx/w
2
0 = ²2[(x+
s
2
)2 + y2]e−2sx/w
2
0 (2.36)
S2 : x
2 + [y +
s
2
cot(δS2)]
2 =
s2
4
[1 + cot(δS2)
2] (2.37)
S3 : x
2 + [y +
s
2
cot(δS3)]
2 =
s2
4
[1 + cot(δs3)
2]. (2.38)
Dabei sind die Winkel δS2 und δS3 definiert als:
δS2 = (
pi
2
· (2m+ 1)− Λ) (m ∈ Z) (2.39)
δS3 = (pi · 2m− Λ) (m ∈ Z). (2.40)
Setzt man diese Definitionen ein, so vereinfachen sich die Gleichungen noch etwas:
S1 : [(x− s
2
)2 + y2]e2sx/w
2
0 = ²2[(x+
s
2
)2 + y2]e−2sx/w
2
0 (2.41)
S2 : x
2 + [y +
s
2
tan(Λ)]2 =
s2
4
[1− tan(Λ)2] (2.42)
S3 : x
2 + [y − s
2
cot(Λ)]2 =
s2
4
[1− cot(Λ)2]. (2.43)
Dies beschreibt drei Fla¨chen, deren Form leider nur fu¨r S2 und S3 leicht anzugeben
ist. Die Nullfla¨che von S2 wird durch Kreise mit Radius r =
s
2
√
(1− tan(Λ)2) um den
Punkt (0, s
2
tan(Λ)) gebildet, sie a¨hnelt also der Fla¨che in dem Beispiel der U¨berlage-
rung zweier Wirbel ohne Gaußsche Einhu¨llende (Kapitel 2.1.4. Die Fla¨che fu¨r S3 ist
wieder einfach um pi/2 in Λ-Richtung verschoben.
Die Nullfla¨chen von S1 sind wie in Kapitel 2.1.4, Beispiel 2.1.5 nicht mehr in geschlosse-
ner Form anzugeben. Sie ko¨nnen jedoch wie in Abb. 2.28 in Abha¨ngigkeit von der seit-
lichen Verschiebung s gezeichnet werden. Die Abbildung zeigt fu¨r s = 0,1w0, s = 1,5w0
und s = 1,6w0 Schnitte durch die (Λ-invarianten) Nullfla¨chen von S1. Die Nulllinien
a¨hneln dem Querschnitt eines Flu¨ssigkeitstropfens, der eine Oberfla¨che durchdringt.
Fu¨r s → 0 wird die Nullfla¨che zu einem Zylinder und einer Ebene im Unendlichen
(a¨hnlich Abb. 2.28 (a)), fu¨r s 6= 0 wandert die Ebene ins Endliche und wird dabei
scheinbar durch die Na¨he des Zylinders verformt (Abb. 2.28 (b)), bis sich fu¨r s > w0
ein zweiter Zylinder abschnu¨rt (Abb. 2.28 (c)).
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Abbildung 2.28:
Nach Gleichung 2.41 fu¨r s = 0,1w0 (a), s = 1,5w0 (b) und s = 1,6w0 (c) gezeichnete
Querschnitte durch die Nullfla¨chen von S1. Die Fla¨chen bestehen aus einer Ebene und
einem Zylinder, die sich durch gegenseitigen Einfluss verformen zu scheinen. Fu¨r s > 1,6w0
wird ein zweiter Zylinder abgeschnu¨rt.
Experimentelle Ergebnisse in drei Dimensionen
Um die Nullfla¨chen der Stokes-Parameter und damit die Form der L-Fla¨chen und C-
Linien experimentell zu erhalten, wurden die Stokes-Parameter u¨ber einen Bereich von
ca. 6pi in Absta¨nden von 0,16pi gemessen und daraus jeweils die Verteilung des Azi-
muthwinkels α und der Elliptizita¨t ω bestimmt.
Die aus den experimentellen Daten berechneten Nullfla¨chen der Stokes-Parameter mit-
samt den bestimmten C-Linien zeigen fu¨r S1, S2 und S3 Abb. 2.29 (a), (b) und (d) in
einem Bereich von 0 bis 4pi . Abb. 2.29 (c) zeigt S1 und S2 gemeinsam, um die Form
der aus dem Schnitt entstehenden C-Linien zu verdeutlichen. Die Abbildung ist aus
einem anderen Blickwinkel gezeichnet, um ansonsten verborgene Teile der Nullfla¨che
von S1 sehen zu ko¨nnen. Wie man sieht, ist eine klare topologische U¨bereinstimmung
mit der vorhergesagten Form der Fla¨chen (Gleichungen (2.41),(2.42) und (2.43)) vor-
handen: die Nullfla¨chen von S1 sind na¨herungsweise konstant in Λ und von der Form
eines deformierten Zylinders und einer deformierten Ebene, die von S2 und S3 sind um
pi/2 gegeneinander verschoben und bestehen beide aus Schla¨uchen mit na¨herungsweise
kreisfo¨rmigem Querschnitt. Der Radius und der Mittelpunkt der Schla¨uche sind von
Λ abha¨ngig, und der Radius geht fu¨r Λ → pi/2 bei S2 (bzw. Λ → pi bei S3) gegen
Unendlich, sodass aus dem kreisfo¨rmigen Querschnitt eine Gerade wird.
Aus dem Schnitt der Nullfla¨chen von S1 und S2 erha¨lt man wie in Abb. 2.29 (c)
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Abbildung 2.29:
Experimentell gewonnene Nullfla¨chen der Stokes-Parameter mit den u¨berlagerten C-Linien
(rot, blau und gru¨n) eines Wirbels nach einem doppelbrechenden Kristall. (a), (b) und (d)
zeigen die Nullfla¨chen fu¨r S1, S2 und S3, (c) zeigt S1 und S2 gemeinsam aus einem anderem
Blickwinkel.
angedeutet die C-Linien. Dieses Vorgehen ist jedoch mit den experimentellen Daten
schwierig. Einfacher ist es, die Koordinaten der C-Punkte ha¨ndisch aus den Vertei-
lungen des Azimuthwinkels α (Abb. 2.20) zu entnehmen und dreidimensional gegen
Λ aufzutragen. Das Ergebnis dieser Auftragung ist in Abb. 2.30 zusammen mit der
Nullfla¨che von S3, also der L-Fla¨che, zu sehen. Die L-Fla¨che ist hier nur u¨ber einen Be-
reich von 2pi gezeichnet, die C-Linien jedoch u¨ber einen Bereich von 4pi, um ansonsten
verdeckte Teile der C-Linien darstellen zu ko¨nnen.
Mit der vorliegenden Konfiguration (s = 0,7w0) erha¨lt man ein Paar von C-Linien (im
Bild blau und gru¨n), die eine Doppelspirale mit Steigung 2pi bilden, und zwei weitere
Paare (rot) pro 4pi, die von y = −∞ kommen und nach y = +∞ verschwinden.
Die roten C-Linien bilden je zwei Knie. Wu¨rde man die Schnittpunkte dieser roten
C-Linien mit verschiedenen x-y-Ebenen betrachten, so ha¨tte man den Eindruck, dass
an diesen Knien Paarbildung bzw. Annihilation von C-Punkten auftritt. Wu¨rde man
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Abbildung 2.30:
L-Fla¨chen und C-Linien des Feldes eines linear polarisierten optischen Wirbels (unsym-
metrischer Fall, β = 40◦) nach einem doppelbrechenden Kristall. Zwei der C-Linien bilden
eine Doppelspirale mit Steigung 2pi (blau und gru¨n), die anderen vier kommen von und
verschwinden nach y = ±∞. Die Schnitte durch die L-Fla¨che bestehen aus Kreisen mit
Λ-abha¨ngigem Radius und Mittelpunkt, die bei 0 mod pi in Geraden entarten und in drei
Dimensionen zwei Schla¨uche bilden.
die x-y-Ebene kontinuierlich in Λ-Richtung durch Abb. 2.30 bewegen, wu¨rde man als
Schnittpunkte mit den C-Linien zwei C-Punkte bekommen, die umeinander kreisen
(die Schnittpunkte mit der blauen und der gru¨nen Linie). Die Schnittpunkte mit den
roten Linien ergeben zuerst (bei Λ = 0, siehe auch Abb. 2.22) keinen C-Punkt. Fu¨r
wachsende Λ entstehen dann zwei C-Punkte mit entgegengesetztem Index am selben
Ort (Paarbildung an der Stelle des oberen Knies), sodass nun vier C-Punkte wie in
Abb. 2.26 vorliegen. Einer von diesen verschwindet nach y = +∞, der andere wandert
in negativer y-Richtung durch die Schnittebene. Bei Λ = pi taucht dann, von y = −∞
kommend, ein weiterer C-Punkt auf. Diese beiden C-Punkte lo¨schen sich dann gegen-
seitig aus (an der Stelle des unteren Knies).
Der Schnitt mit den L-Fla¨chen ergibt eine L-Linie, die bei Λ = 0 idealerweise eine
Gerade ist, die den blauen und gru¨nen C-Punkt trennt (siehe Abb. 2.22). Fu¨r Λ 6= 0
verbiegt sich diese Gerade zu einem Kreis mit Λ-abha¨ngigem Radius und Mittelpunkt,
der den gru¨nen C-Punkt umschließt. Bei Λ = pi o¨ffnet sich dieser Kreis, um nun den
120
2.3. Polarisationssingularita¨ten in doppelbrechenden Kristallen
blauen C-Punkt zu umschließen. Dieser Ablauf wiederholt sich periodisch mit Periode
pi.
Fu¨r andere Werte von s wu¨rde man nach Abb. 2.28 (c) mehr C-Linien erhalten, da
nun zwei statt nur einem Zylinder als Nullfla¨chen von S1 die von S2 schneiden wu¨rden.
Man beka¨me zwei Doppelspiralen, die auf den beiden Zylindern der Nullfla¨che von S1
aufgewickelt sind und die vier roten C-Linien aus Abb. 2.30, die nun auf der die Dop-
pelspiralen trennenden Fla¨che liegen. Experimentell wa¨re dies entweder durch einen
anderen (la¨ngeren) Kristall oder durch ein Bu¨ndel mit kleinerem w0 zu erreichen.
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2.3.3 Linear polarisierter Wirbel mit topologischer Ladung 1,
symmetrischer Fall (β = 45◦)
Wa¨hlt man die Polarisationsrichtung des LG10-Bu¨ndels vor dem Kristall so, dass die
Intensita¨ten im ordentlichen und ausserordentlichen Strahl gleich sind, d.h. fu¨r diesen
Aufbau eine lineare Polarisation unter β = 45◦, so tritt ein entarteter Spezialfall von
Abb. 2.30 auf. Die Form der Nullfla¨chen von S2 und damit auch S3 bleibt unvera¨ndert,
wie aus den Gleichungen (2.42) und (2.43) (die Gleichungen sind unabha¨ngig von ²)
zu sehen ist. Die Nullfla¨chen von S1 sind jedoch von ² abha¨ngig, wie Gleichung (2.41)
zeigt.
Fu¨r ² = 1 und verschiedene Absta¨nde s 6= 0 sind die Querschnitte durch die Nullfla¨che
von S1 jetzt symmetrisch. Abb. 2.31 (a)-(c) zeigt die Querschnitte fu¨r s = 0,7w0,
√
2w0
und 1,5w0. Fu¨r s→ 0 wird der Querschnitt von S1 zu einem Kreis um den Ursprung,
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Abbildung 2.31:
Nach Gleichung (2.41) fu¨r ² = 1 und s = 0,7w0 (a), s =
√
2w0 (b) und s = 1,5w0 (c)
gezeichnete Querschnitte durch die Nullfla¨chen von S1. Die Fla¨chen bestehen aus einer
Ebene, die einen Zylinder symmetrisch einschnu¨rt und fu¨r s >
√
2w0 in zwei Zylinder
zerteilt.
der von der Gerade x = 0 geschnitten wird. Wa¨chst s, so bleibt die Gerade x = 0
eine Nullstelle, der Kreis wird an den Schnittstellen mit der Gerade immer weiter ein-
geschnu¨rt, bis fu¨r s >
√
2 der Kreis in zwei geschlossene Kurven geteilt wird (Abb.
2.31 (a) bis (c)). Mit den Parametern des Experiments (s = 0,7w0) verbinden sich hier
im Gegensatz zu Abb. 2.30 die C-Linien zu geschlossenen, miteinander verbundenen
Kreisen wie in Abb. 2.32 zu sehen. Dieser Fall ist entartet, d.h. die Verbindungen zwi-
schen den C-Linien brechen bei der kleinsten Sto¨rung der Symmetrie der Anordnung
auf, die Verbindungen der C-Linien sind deshalb im Experiment auch nur na¨herungs-
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Abbildung 2.32:
L-Fla¨chen und C-Linien des Feldes eines linear polarisierten optischen Wirbels nach einem
doppelbrechenden Kristall wie in Abb. 2.32, jedoch mit gleichen Intensita¨ten in ordentli-
chem und außerordentlichem Strahl (lineare Polarisation unter β = 45◦, damit ² = 1). Die
C-Linien sind nun alle miteinander verbunden, es entstehen dadurch zusammenha¨ngende
geneigte Kreise.
weise feststellbar. Fu¨r eine Polarisation des einfallenden Bu¨ndels β > 45◦ brechen die
Verbindungen wieder wie in Abb. 2.30 auf, die Doppelspirale liegt dann jedoch auf der
anderen Seite der y-Λ-Ebene.
2.3.4 Zirkular polarisierter Wirbel
Was a¨ndert sich an den obigen Ergebnissen, wenn die Polarisation des auf den Kristall
einfallenden Bu¨ndels nicht mehr rein linear, sondern z. B. rein zirkular gewa¨hlt wird?
Zirkular polarisiertes Licht unterscheidet sich von linear unter 45◦ polarisiertem nur
durch eine Phasendifferenz von pi/2 zwischen den beiden linearen Anteilen des Feldes.
Diese Phasendifferenz bleibt beim Durchgang des Bu¨ndels durch den Kristall erhal-
ten, sodass das Feld hinter dem Kristall folgende Form annimmt (siehe Kapitel 2.2.1,
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Gleichung (2.29)):
E(x, y,Λ) = LG10(x−
s
2
, y) · d1 + LG10(x+
s
2
, y)eipi/2eiΛ · d2. (2.44)
Wenn man die beiden Phasenfaktoren zu ei(pi/2+Λ) zusammenfasst, sieht man, dass
die Verwendung von zirkular polarisierten Licht nur eine Verschiebung um pi/2 in Λ-
Richtung bewirkt. Experimentell la¨sst sich das scho¨n nachweisen, indem man den Po-
Abbildung 2.33:
(a) Polarisationsellipsen des Feldes eines zirkular polarisierten optischen Wirbels nach
einem doppelbrechenden Kristall. Drei vorhandene C-Punkte sind wieder farbig markiert.
(b) Die gleiche Konfiguration wie in (a), jedoch mit entferntem λ/4-Pla¨ttchen, d.h. mit
rein linear unter 45◦ polarisiertem Licht. Der doppelbrechende Kristall ist hier im Vergleich
zu (a) um das A¨quivalent einer Phasenverschiebung von −pi/2 gedreht.
larisator Pol2 (Abb. 2.15) auf 45◦ zur senkrechten y-Achse ausrichtet und nach Linse
L4, vor dem KDP-Kristall, ein λ/4-Pla¨ttchen mit optischer Achse parallel zur y-Achse
einbaut. Das auf den Kristall einfallende Bu¨ndel ist dann rein zirkular polarisiert. Abb.
2.33 (a) zeigt die Polarisationsellipsen, C-Punkte (rot, gru¨n und blau) und L-Linien
(gelb) des hinter dem Kristall gemessenen Feldes. Entfernt man nun das λ/4-Pla¨ttchen,
sodass der Kristall wieder mit unter 45◦ rein linear polarisiertem Licht beleuchtet wird,
dreht dafu¨r aber den Kristall um -18 Schritte, das entspricht einer Phasenverschiebung
von −pi/2 zwischen ordentlichem und außerordentlichem Strahl, so sollte man nach
Gleichung (2.44) wieder dasselbe Feld erhalten. Abb. 2.33 (b) zeigt die entsprechende
Messung. Die Verteilung der Polarisation inklusive C-Punkte und L-Linien gleicht Abb.
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2.33 (a) tatsa¨chlich verblu¨ffend.
An der Poincare´-Spha¨re (Abb. 2.2) la¨sst sich dies veranschaulichen: Die Wirkung eines
λ/4-Pla¨ttchens entspricht ja einer Drehung der Poincare´-Spha¨re um pi/2 um die Achse
S1 (siehe Kapitel 2.1.1). Diese Drehung u¨berfu¨hrt S3 in S2 und S2 in −S3, was ja genau
einer Verschiebung von pi/2 auf der Λ-Achse gleicht. Wu¨rde man also fu¨r den Fall eines
zirkular polarisierten Wirbels die Nullfla¨chen der Stokes-Parameter zeichnen, so wa¨ren
im Vergleich zum linear polarisierten Fall die S3- und S2-Fla¨chen vertauscht.
2.3.5 Elliptisch polarisierter Wirbel
Was passiert, wenn die Polarisation des urspru¨nglichen Bu¨ndels elliptisch gewa¨hlt wird?
Sei die Polarisation vorerst rein linear. Ist sie parallel zu einer der Eigenpolarisationen
des Kristalls, so passiert nichts, das Feld bleibt rein linear polarisiert, da es zu keiner
Aufspaltung in ordentlichen und ausserordentlichen Strahl kommt und daher auch kei-
ne Sto¨rung der Phasensingularita¨t vorliegt. Ist die Polarisation linear und nahe 45◦,
treten die beschriebenen symmetrischen und asymmetrischen Fa¨lle auf. Fu¨r andere Po-
larisationsrichtungen β a¨ndert sich an den Nullfla¨chen der Stokes-Parameter S2 und
S3 nichts, denn die Gleichungen (2.42) und (2.43) sind von ² =
sin(β)
cos(β)
unabha¨ngig. Die
Nullstellen von S1 ha¨ngen allerdings wie in Abb. 2.34 zu sehen von ² ab. In Abb. 2.34
(a) ist β = 40◦ wie im beschriebenen Experiment. In 2.34 (b) und (c) ist β = 25◦ und
15◦, hier wird der Durchmesser des Zylinders kleiner und die Fla¨che wandert weiter
nach aussen, bis fu¨r β → 0◦ der Zylinder verschwindet und die Fla¨che im Unendlichen
landet. Fu¨r die C-Linien und L-Fla¨chen des Feldes bedeutet dies: die L-Fla¨che bleibt
unvera¨ndert, da S3 unvera¨ndert bleibt. Sie verschwindet natu¨rlich im Fall β = 0
◦ bzw.
β = 90◦, da hier S2 und S3 insgesamt Null werden. Die C-Linien jedoch a¨ndern sich. Es
bleibt zwar bei der Doppelspirale und den zusa¨tzlichen roten C-Linien aus Abb. 2.30,
aber der Durchmesser der Spirale wird mit kleiner werdendem β kleiner und die roten
C-Linien wandern ins Unendliche.
Ist die Polarisation nicht mehr rein linear, sondern von beliebiger elliptischer Form, so
kann dies natu¨rlich auch wieder in zwei linear polarisierte Anteile mit einer passen-
den Phasendifferenz δ zerlegt werden. Man erha¨lt dann dieselbe Figur wie im Fall rein
linearer Polarisation unter einem beliebigen Winkel β, jedoch um δ auf der Λ-Achse
verschoben.
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Abbildung 2.34:
Berechnete Nullstellen des Stokes-Parameters S1 eines LG
1
0-Bu¨ndels. Die Polarisation ist
rein linear, jedoch unter dem Winkel β zur Vertikalen. In (a) ist β = 40◦ wie in Abb. 2.30.
In (b) und (c) ist β = 25◦ bzw. β = 15◦, hier wird der Durchmesser des Zylinders kleiner
und die verformte Fla¨che wandert nach aussen.
2.3.6 Wirbel mit ho¨herer topologischer Ladung
Ein weiterer wichtiger Parameter, dessen A¨nderung großen Einfluss auf die Polarisa-
tionssingularita¨ten hat, ist die topologische Ladung n des Wirbels im urspru¨nglichen
Bu¨ndel. Ist n ungleich 1, so wird das Feld hinter dem Kristall z. B. zu:
E(x, y,Λ) = LGn0 (x−
s
2
, y) · d1 + ²LGn0 (x+
s
2
, y)eiΛ · d2. (2.45)
Die Gleichungen fu¨r die Nullstellen der Stokes-Parameter dieses Systems lauten dann:
S1 : [(x− s
2
)2 + y2]e2sx/(nw
2
0) = ²2[(x+
s
2
)2 + y2]e−2sx/(nw
2
0) (2.46)
S2 : x
2 + [y +
s
2
cot(δS2)]
2 =
s2
4
[1 + cot(δS2)
2] (2.47)
S3 : x
2 + [y +
s
2
cot(δS3)]
2 =
s2
4
[1 + cot(δS3)
2], (2.48)
wobei fu¨r δS2 und δS3 gilt:
δS2 =
1
n
[
pi
2
· (2m+ 1)− Λ] (m ∈ Z) (2.49)
δS3 =
1
n
[pi · 2m− Λ] (m ∈ Z). (2.50)
Fu¨r S1 bleibt die Form der Nullstellen im Wesentlichen dieselbe, da der Faktor 1/n
im Exponenten in eine Skalierung der Strahltaille w0 des Bu¨ndels verrechnet werden
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kann. Jedoch muss man beachten, dass diese Skalierung bei gleichbleibendem Abstand
s der Bu¨ndel erfolgt. Abb. 2.35 zeigt die Querschnitte durch die Nullfla¨che von S1 fu¨r
verschiedene topologische Ladungen n, die sich im Wesentlichen bis Skalierung in x-y-
Richtung gleichen.
Fu¨r die Nullfla¨che von S2 (und die von S3, die wieder um pi/2 verschoben ist), a¨ndert
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Abbildung 2.35:
Nach Gleichung (2.46) fu¨r s = 0,7w0, w0 = 0,7mm berechnete Nullstellen von S1. In (a)
fu¨r eine topologische Ladung n = 2, in (b) fu¨r n = 3 und in (c) fu¨r n = 7.
sich mit Variation von n erheblich mehr:
Die Nullstellen sind, wie aus Gleichungen (2.47) und (2.48) zu sehen, Kreise mit Mittel-
punkt (0,−s/2 cot(δS2) und Radius s/2
√
(1 + cot(δS2)
2). Jedoch nimmt der Cotangens
der Winkel δS2 und δS3 fu¨r alle m jeweils genau n verschiedene Werte an, sodass die
Nullstellen fu¨r festes Λ nun gleichzeitig durch n Kreise mit verschiedenen Radii und
Mittelpunkten gegeben sind. Die Nullfla¨chen bestehen daher aus denselben Schla¨uchen
wie im Fall n = 1, es treten aber jeweils n dieser Schla¨uche gleichzeitig und gegenein-
ander in Λ-Richtung verschoben auf. Die Periodenla¨nge der Fla¨chen erho¨ht sich wegen
Λ/n auf das n-fache.
Fu¨r n = 2 bedeutet dies:
cot(δS2) =

cos(Λ/2)+sin(Λ/2)
cos(Λ/2)−sin(Λ/2) m gerade
sin(Λ/2)−cos(Λ/2)
cos(Λ/2)+sin(Λ/2)
m ungerade
. (2.51)
Dies ergibt zwei verschiedene Radien und Mittelpunkte pro Λ, die bei einer Verschie-
bung um pi in Λ-Richtung ineinander u¨bergehen. Man erha¨lt zweimal die Fla¨che fu¨r
n = 1, gestreckt auf eine La¨nge von 2pi und um pi gegeneinander verschoben. Dies be-
deutet, dass nun zwei gleichzeitige Schnitte des Zylinders der S1-Fla¨che mit der Fla¨che
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fu¨r S2 mo¨glich sind, daher verdoppelt sich die Spirale aus Abb. 2.30 bei verdoppelter
Gangho¨he.
Fu¨r den asymmetrischen Fall (β = 40◦) wurde dies experimentell nachgewiesen, indem
Abbildung 2.36:
(a) Gemessene C-Linien und L-Fla¨chen fu¨r einen Wirbel der topologischen Ladung n = 2
in einem doppelbrechenden Kristall. (b) zum Vergleich die gerechneten C-Linien und L-
Fla¨chen. Die zwei entstehenden L-Fla¨chen haben dieselbe Struktur wie im Fall n = 1 (Abb.
2.30), sind aber um pi gegeneinander verschoben und auf das doppelte gestreckt. Dement-
sprechend entsteht hier eine vierfache Spirale aus C-Linien mit doppelter Gangho¨he.
mit dem SLM ein LG20-Bu¨ndel erzeugt und fu¨r dieses die Stokes-Parameter nach dem
KDP-Kristall u¨ber einen Bereich von 6pi vermessen wurden. Das Ergebnis ist in Abb.
2.36 (a) dargestellt, in 2.36 (b) wurden die C-Linien und L-Fla¨chen zusa¨tzlich rechne-
risch bestimmt, um eine etwas klarere Darstellung zu erhalten. Die Abbildung zeigt die
vorhergesagte Struktur der L-Fla¨che und der C-Linien, jedoch sind die U¨berschneidun-
gen der L-Fla¨chen entartete Nullstellen von S3und deshalb instabil gegen Sto¨rungen.
Im Experiment sind sie daher nicht exakt reproduzierbar. Die C-Linien stimmen je-
doch gut mit den gerechneten u¨berein und die vorhergesagte vierfache Spirale mit im
Vergleich zu Abb. 2.30 doppelter Gangho¨he ist scho¨n zu sehen.
Abb. 2.37 zeigt Berechnungen der Nullfla¨chen von S3 fu¨r n = 2 in (a) und n = 3 in (b).
Hier sind nur noch die Nullfla¨chen von S3 gezeigt, da die Nullfla¨che von S2 dieser stets
bis auf eine Verschiebung um pi/2 gleicht und sich die Nullfla¨che von S1 bei A¨nderung
von n nicht wesentlich a¨ndert. Aus der Fla¨che von S3 lassen sich daher auch die Formen
der C-Linien ableiten.
Aus der Abbildung kann man die oben abgeleitetet Erho¨hung der Periodenla¨nge auf
das n-fache zusammen mit der Streckung der Schla¨uche um den Faktor n im Vergleich
zum Fall n = 1 erkennen. Die Nullfla¨chen sind gegeneinander verschoben und schneiden
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Abbildung 2.37:
L-Fla¨chen bzw, Nullfla¨chen von S3 fu¨r ein LG
n
0 -Bu¨ndel in einem doppelbrechendem Kris-
tall. (a) LG20-Bu¨ndel. (b) LG
3
0-Bu¨ndel. Die Fla¨chen sind dieselben wie in Abb. 2.30 fu¨r
den Fall n = 1, jedoch treten hier n dieser Fla¨chen um den Faktor n gestreckt und ge-
geneinander verschoben auf. Die dabei auftretenden U¨berschneidungen der Fla¨chen sind
entartete Nullstellen des Feldes und damit nichtgenerisch und instabil.
sich genau auf den Linien, die durch die Positionen der Wirbel in ordentlichem und
außerordentlichem Strahl vorgegeben sind. Diese U¨berschneidung ist wie im Fall n = 2
eine n-fach entartete Nullstelle von S3 und instabil gegen Sto¨rungen. Es du¨rfte also
sehr schwierig sein, diese Fla¨chen im Experiment zu erhalten. Die C-Linien werden, da
sie ja auf der Nullfla¨che von S2 liegen mu¨ssen, eine n-fache Doppelspirale mit n-facher
Gangho¨he zusa¨tzlich zu den bestehenden roten C-Linien bilden, wie das schon am Fall
n = 2 (Abb. 2.36) abzusehen ist.
2.3.7 Entfaltung von Phasensingularita¨ten in doppelbrechen-
den Kristallen - Zusammenfassung
Fu¨r die vorgestellte Konfiguration eines homogen polarisierten optischen Wirbels beim
Durchgang durch einen doppelbrechenden Kristall la¨sst sich also folgendes zusammen-
fassen:
Jedes homogen polarisierte Feld stellt einen entarteten Zustand dar. Schon ein homo-
gen linear polarisiertes Gauß-Bu¨ndel ohne jede Phasensingularita¨t wird bei Sto¨rungen
ein Feld entwickeln, das Polarisationssingularita¨ten entha¨lt.
Erst recht ist ein optischer Wirbel, egal welcher topologischer Ladung, sobald die Po-
larisation des Lichts beru¨cksichtigt wird, nicht la¨nger ein stabiles, generisches Objekt,
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sondern zerfa¨llt bei Sto¨rungen in die generischen Singularita¨ten der Polarisation, also
C-Linien und L-Fla¨chen.
Der Wirbel, egal welcher homogener Polarisation, wird beim Eintritt in den Kristall
entsprechend der Lage der optischen Achse des Kristalls in einen ordentlichen und
einen außerordentlichen Anteil zerlegt, die orthogonal zueinander polarisiert sind, eine
bestimmte Phasendifferenz Λ aufweisen und gegeneinander um ∆x ra¨umlich verscho-
ben sind. Die Phasendifferenz Λ a¨ndert sich periodisch von Null auf 2pi bei A¨nderungen
der optischen Wegla¨ngen der beiden Anteile, wie sie z. B. bei kleinen Drehungen des
Kristalls auftreten oder bei einer A¨nderung der Dicke des Kristalls auftreten wu¨rden.
Damit erha¨lt man durch Drehung des Kristalls eine Veranschaulichung des Feldes an
jeder Stelle im Kristall.
Der optische Wirbel, der ja nach dem Kristall nur noch in den beiden getrennt ge-
messenen linear polarisierten Anteilen nachzuweisen wa¨re, wird hierbei in C-Linien
und L-Fla¨chen entfaltet, deren Form man durch Auftragen der Nullstellen der Stokes-
Parameter des Feldes im x-y-Λ-Raum erha¨lt. Die Nullfla¨che des Stokes-Parameters S1
erweist sich dabei in jedem Fall als Λ-invariant. Die Nullfla¨chen von S2 und S3 sind bis
auf eine Verschiebung um pi/2 in Λ-Richtung identisch. Fu¨r einen Wirbel der Ladung
m = 1 stellen sie sich als topologisch a¨quivalent zu einer von Riemann beschriebenen
Minimalfla¨che heraus. Wird m erho¨ht, so entstehen mehrere dieser Fla¨chen, die ge-
streckt und in Λ-Richtung gegeneinander verschoben sind.
Die Nullfla¨che von S3 entspricht der entstehenden L-Fla¨che, aus dem Schnitt von S1
und S2 erha¨lt man die C-Linien, die unter anderem eine periodische m-fache Helix
ergeben.
A¨ndert man die Eingangspolarisation, so ergibt sich fu¨r den Fall, dass die Intensita¨ten
in ordentlichem und außerordentlichem Strahl gleich sind, eine entartete symmetrische
Variante, bei der die C-Linien zu einer Struktur aus verbundenen Kreisen werden. Alle
anderen A¨nderungen der Polarisation resultieren nur in einer Phasenverschiebung zwi-
schen ordentlichem und außerordentlichem Strahl, sodass man als Resultat wieder die
beschriebenen Strukturen erha¨lt, jedoch in Λ-Richtung verschoben.
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Zusammenfassung
Ich habe in dieser Arbeit verschiedene Singularita¨ten des Lichts sowohl experimentell
als auch theoretisch untersucht.
Der erste Teil der Arbeit bescha¨ftigt sich mit den Singularita¨ten der Phase des Lichts,
die das Skelett des Lichtfeldes darstellen. Insbesondere wird hier die Interaktion von
optischen Wirbeln mit den fla¨chenhaft entarteten Singularita¨ten (Fla¨chen, an denen
das Lichtfeld Null ist) in Laguerre-Gauß-Moden (LG-Moden) untersucht. Es wurde
jeweils ein optischer Wirbel mit topologischer Ladung m = 1 in LG0p-Bu¨ndeln außer-
halb des Zentrums untersucht. Fu¨r den generischen Fall eines r-Wirbels wurden die
Berechnungen der Feldverteilung in Ebenen senkrecht zur Ausbreitungsrichtung z als
Funktion von z auf zwei verschiedene Arten analytisch durchgefu¨hrt.
Als erste Rechenmethode wurde die Feldverteilung mit der u¨blichen Technik der Aus-
breitung des Winkelspektrums berechnet. Daraus erha¨lt man verschiedene Informatio-
nen u¨ber das Lichtfeld an verschiedenen Punkten auf der z-Achse:
Zuna¨chst wird klar, dass durch die durch einen zusa¨tzlichen Wirbel induzierte Sto¨rung
die entarteten Versetzungsfla¨chen des LG0p-Hintergrundbu¨ndels zersto¨rt werden. Im un-
gesto¨rten Fall sind diese Rotationshyperboloidfla¨chen, im gesto¨rten Fall zerfallen sie in
generische Wirbellinien, deren Lage und Form so ist, dass das Feld nie mehr als 2p+1
Nullstellen (Schnitte der entstehenden Wirbellinien mit Ebenen senkrecht zur Ausbrei-
tungsrichtung) besitzt.
Mit der erhaltenen Funktion fu¨r die Feldverteilung wurden diese Wirbellinien im Raum
zuerst fu¨r ein LG01-Bu¨ndel mit einem Wirbel berechnet. Je nach Abstand des Wirbels
in der Strahltaille vom Zentrum des Bu¨ndels ergaben sich verschiedene Situationen:
Befand sich der Wirbel in der Strahltaille innerhalb der Versetzungslinie des Bu¨ndels,
so entstanden zwei zusa¨tzliche U-fo¨rmige generische Wirbellinien, deren beide Schenkel
dasselbe Verhalten zeigten wie eine Wirbel in einem Gauß-Bu¨ndel. Die Wirbellinie ist
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hier in absoluten Koordinaten eine Gerade im Raum, in auf den Bu¨ndeldurchmesser
w(z) normierten relativen Koordinaten so, dass ihre Projektion einen Kreisbogen bil-
det. Die Wirbellinie des eingesetzten Wirbels jedoch verlief so, dass sie sich in relativen,
auf den Strahldurchmesser w(z) normierten Koordinaten asymptotisch dem Zentrum
des Bu¨ndels anna¨herte, sodass sich fu¨r z → ±∞ vo¨llig unerwartet eine Nullstelle im
Zentrum fand.
Befand sich der Wirbel in der Strahltaille außerhalb des 1/e-Radius des Bu¨ndels (und
damit auch außerhalb der Versetzungslinie), so wurde diese wieder in zwei generische
Wirbellinien aufgelo¨st, die diesmal die Ebene z = 0 schnitten. In diesem Fall verlief
die urspru¨ngliche Wirbellinie und eine der neu entstandenen normal, die zweite neu
entstandene Linie verlief nun asymptotisch zur z-Achse.
Dieser ungewo¨hnliche asymptotische Verlauf, der dafu¨r sorgt, dass fu¨r z → ±∞ eine
Nullstelle im Zentrum des Bu¨ndels zu finden ist, wurde mit einem Modell erkla¨rt, das
eine Erweiterung des bekannten fluiddynamischen Modells fu¨r die Form der Wirbelli-
nien in glatten Hintergrundbu¨ndeln darstellte. Es wurde deutlich, dass auch hier die
Gradienten von Phase und Intensita¨t des Hintergrundbu¨ndels ohne den Wirbel den
Verlauf der Wirbellinie bestimmen.
Die fu¨r den Fall p = 1 gewonnenen Erkenntnisse wurden ebenso fu¨r LG-Hintergrund-
bu¨ndel ho¨herer Ordnung besta¨tigt: Auch hier war der Verlauf der Wirbellinien so, dass
der Wirbel, der sich in der Strahltaille dem Zentrum am na¨chsten befand, einen zur
z-Achse asymptotischen Verlauf zeigte. Man findet also auch hier fu¨r z → ±∞ eine
Nullstelle im Zentrum des Bu¨ndels. Der Verlauf der restlichen 2p Wirbellinien zeigte
wieder die aus Gauß-Bu¨ndeln gewohnte Form.
Fu¨r Wirbel mit anderen Kernfunktionen (tanh- und Punktwirbel) waren nur numeri-
sche Berechnungen mo¨glich. Aus der Tatsache, dass die Kernfunktionen dieser Wirbel
keine rationalen, sondern transzendente Funktionen sind, liess sich jedoch die Beob-
achtung erkla¨ren, dass in Feldern mit diesen Wirbeln beliebig viele zusa¨tzliche Wirbel
aus den auch hier zersto¨rten Versetzungslinien des Hintergrundbu¨ndels entstehen: Das
Feld eines Laguerre-Gauß-Bu¨ndels mit einem tanh- oder Punktwirbel ist, wegen der
transzendenten Kernfunktion des Wirbels, nur noch durch eine unendliche Reihe be-
schreibbar und kann damit beliebig viele Nullstellen enthalten. Die sonstigen Effekte
(eine Wirbellinie asymptotisch zur z-Achse) waren vergleichbar zu den Ergebnissen fu¨r
einen r-Wirbel.
Als zweite Rechenmethode wurde eine Reihenentwicklung des Lichtfeldes verwendet,
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und zwar, an das Problem angepasst, eine Entwicklung in der Basis der Laguerre-Gauß-
Moden. Es konnte durch Berechnung der Skalarprodukte dieses Feldes mit den Funktio-
nen der Familie der Laguerre-Gauß-Moden bewiesen werden, dass sich ein r-Wirbel in
einem LG0p-Bu¨ndel immer als Summe von nur drei Funktionen derselben Familie schrei-
ben la¨sst. Diese drei Summanden haben alle bis auf den jeweiligen Gouy-Phasenterm
die gleichen Abha¨ngigkeiten in z. Dadurch konnte die z-abha¨ngige Vera¨nderung der
Feldverteilung und damit die von Parallelen zur z-Achse abweichende Form der Wir-
bellinien auf den sich bei einer Variation von z a¨ndernden Phasenunterschied zwischen
den Gouy-Phasentermen der drei Summanden der Zerlegung zuru¨ckgefu¨hrt werden.
Zur U¨berpru¨fung der theoretisch getroffenen Vorhersagen wurden Experimente durch-
gefu¨hrt. In den Experimenten wurden Laguerre-Gauß-Bu¨ndel mit einem eingebrachten
tanh-Wirbel durch computergenerierte Hologramme erzeugt und die Feldverteilung in
verschiedenen Ebenen senkrecht zur z-Achse gemessen. Diese Messreihen wurden fu¨r
LG01, LG
0
2 und LG
0
7 mit unterschiedlich platzierten Wirbeln durchgefu¨hrt und mit
numerischen Simulationen der Intensita¨tsverteilung verglichen, wobei sich eine gute
U¨bereinstimmung zwischen Experiment und Simulation ergab.
Die im Experiment gemessenen Intensita¨tsbilder zeigen alle das durch den Wirbel ver-
ursachte Aufbrechen der Versetzungslinien der Hintergrundbu¨ndel, wodurch sich aus
den konzentrischen Nulllinien der Laguerre-Gauß-Bu¨ndel Spiralen entwickeln, deren
Enden nach aussen (zur Strahlperipherie) wandern. Bei allen Experimenten zeigt sich
fu¨r gro¨ßere z eine Nullstelle, also ein optischer Wirbel im Zentrum des Bu¨ndels, auch
dies in U¨bereinstimmung mit den Rechnungen.
Der zweite Teil der Arbeit bescha¨ftigt sich mit den Singularita¨ten der Polarisation
und ihrem Zusammenhang mit den Phasensingularita¨ten. Dazu wurde rechnerisch an
verschiedenen Beispielen gezeigt, wie durch die Sto¨rung von homogen polarisierten op-
tischen Wirbeln mit u¨berlagerten Bu¨ndeln anderer homogener Polarisation aus der
Entfaltung der nun entarteten Phasensingularita¨t Linien zirkularer Polarisation (C-
Linien) und Fla¨chen linearer Polarisation (L-Fla¨chen) im x-y-Λ-Raum entstehen, die
im Falle von polarisiertem Licht das Skelett des Lichtfeldes bilden. Λ bezeichnet dabei
die Phasenverschiebung zwischen den beiden u¨berlagerten Feldern. Die Form der ent-
stehenden C-Linien und L-Fla¨chen wurde berechnet und mithilfe der Nullfla¨chen der
Stokes-Parameter, die zur Bestimmung der Polarisation des gesamten Lichtfeldes der
U¨berlagerung verwendet wurden, erkla¨rt.
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Es wurde ein Experiment entwickelt, das die Probleme der u¨blichen Interferenz-Experi-
mente umging: Ein doppelbrechender Kristall wurde mit einem homogen polarisierten
Wirbel beleuchtet, wodurch je nach Richtung der Eingangspolarisation am Ausgang
des Kristalls eine U¨berlagerung von zwei orthogonal zueinander homogen linear po-
larisierten optischen Wirbeln vorlag. Die Phasenverschiebung Λ zwischen den beiden
Bu¨ndeln konnte hierbei durch Drehung des Kristalls eingestellt werden.
Der Aufbau wurde mit einem KDP-Kristall verwirklicht, der durch einen Schrittmotor
in Schritten von 0,056◦ gedreht werden konnte, wodurch eine Phasenverschiebung von
2pi mit 75 Schritten aufgelo¨st werden konnte.
Der homogen polarisierte optische Wirbel wurde mithilfe eines selbstgebauten Licht-
modulators (aus dem LCD-Display eines Video-Projektors) erzeugt und die Stokes-
Parameter des resultierenden Feldes mit einer CCD-Kamera aufgenommen, um daraus
die Polarisationszusta¨nde an jedem Punkte zu berechnen.
Aus diesen Daten wurden C-Linien und L-Fla¨chen des Lichtfeldes rekonstruiert und mit
Rechnungen verglichen. Es ergab sich eine bisher einmalige Struktur aus helixfo¨rmi-
gen C-Linien und einer L-Fla¨che, die zu einer Riemannschen Minimalfla¨che topologisch
a¨quivalent ist. Die Form dieser Polarisationssingularita¨ten konnte durch die Nullfla¨chen
der Stokes-Parameter des Feldes beschrieben werden, die experimentellen und theore-
tischen Ergebnisse sind dabei wieder in guter U¨bereinstimmung.
Diese Experimente und Rechnungen wurden fu¨r verschiedene Anfangspolarisationen
des optischen Wirbels durchgefu¨hrt. Wurde die Polarisationsrichtung im Bezug auf die
optische Achse des Kristalls so gewa¨hlt, dass die Intensita¨ten des ordentlichen und au-
ßerordentlichen Strahls gleich waren, so trat ein entarteter Fall auf, bei dem sich die
C-Linien verbanden, sodass nun statt einer Helix verbundene Kreise in verschiedenen
Ebenen vorlagen. Im Falle eines zirkular polarisierten Wirbels ergab sich im Vergleich
dazu dasselbe Bild, nur um Λ = pi/2 phasenverschoben. Beliebige andere Polarisatio-
nen des Wirbels liessen sich alle auf den ersten Fall plus eine Verschiebung des Bildes
in ±Λ-Richtung zuru¨ckfu¨hren.
Des Weiteren wurde ein nicht-generischer Wirbel mit Ladung m = 2 verwendet, dessen
Feld hinter dem Kristall in Abha¨ngigkeit von Λ aufgezeichnet und mit Rechnungen
verglichen. Es ergab sich eine Verdopplung der Struktur des Falles m = 1, sodass die
C-Linien nun als vierfache Helix vorlagen, die L-Fla¨chen tauchten nun zweimal auf,
jedoch in Λ-Richtung um eine halbe Periode gegeneinander verschoben. Auch diese
Ergebnisse konnten mithilfe der Nullfla¨chen der Stokes-Parameter des Feldes erkla¨rt
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werden. Fu¨r den allgemeinen Fall ho¨herer topologischer Ladung des Wirbels wurden
Rechnungen durchgefu¨hrt, die zeigten, dass sich hier die Strukturen ver-m-fachen bei
gleichzeitiger Vergro¨ßerung der Periodenla¨nge um den Faktor m.
Diese Ergebnisse veranschaulichen die natu¨rliche Entfaltung einer generischen Phasen-
singularita¨t in die generischen Singularita¨ten der Polarisation beim Durchgang durch
einen doppelbrechenden Kristall und erhellen so den Zusammenhang zwischen den Sin-
gularita¨ten der Phase und der Polarisation.
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